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研究成果の概要（和文）：本研究では，研究代表者が提案している変分型の亀裂進展モデルと関連する移動境界
モデルについて，解の存在や収束性・安定性などの数学解析を行い，強固な数理モデルの基礎付け，数値シミュ
レーション手法の開発，と同時に新たな数学解析手法の確立を目指した．亀裂進展モデルの持つ勾配構造を明ら
かにし，簡略化されたPDEモデルに対して，解の一意存在性を示した．また，関連する弾性バネ・ブロック系，
転位運動のフェーズフィールドモデル，自由境界問題に対する形状最適化アプローチ，変分型クリスタライン法
による雪の結晶成長モデル，などについてもその勾配構造に基づいた数学解析，数値解析，数理モデリングなど
をそれぞれ行った．

研究成果の概要（英文）：In this research project,we considered a variational crack propagation model
 which the principal investigator proposed and some related moving boundary problems. We tried to 
establish the foundations of mathematical tools and mathematical modeling using their variational 
structure such as the gradient flow structure. Some efficient numerical schemes for them are also 
proposed. Additionally, we also studied related other topics: an elastic spring-block system, a 
phase field model of dislocation dynamics, a shape optimization approach to free boundary problems, 
a snow flake growth model by variational crystalline method, from the viewpoints of mathematical and
 numerical analysis and mathematical modeling based on their variational structures.

研究分野： 応用数学
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１．研究開始当初の背景 
 弾性体内の亀裂進展および破壊現象は,古
くから理工学で研究の対象とされてきた．最
近でも，地震などの自然災害下での建造や，
電子部品の塊とも言われる最近の自動車
様々な日常生活で使用されるスマートフォ
ンに代表される精密機器の耐久性およびメ
ンテナンスの問題から，その重要性がます
ます大きくなっている．実際，工学では，
様々な数値シミュレーション技法の提案が
なされ,いくつかの重要な実用技術に応用さ
れるようになっている．その一方，それらの
数学解析・数学的数値解析は，ほとんど手の
ついていないのが現状で，科学技術の基盤た
る使命にある数学の重要な課題である. 
 亀裂および破壊の問題における数学的難
しさは，多くの場合連続体における不連続
性の取り扱いに起因する．数学的に言え
ば，偏微分方程式に現れる不連続性・特異
性ということになり，測度論的な弱解とし
ての取り扱いかまたは何らかの正則化が必
要とされる. またこのことが原因で，工学シ
ミュレーションでは，現象のモデリングと
離散問題，数値計算アルゴリズムが一 体 と
なって混然と提案・研究されており，数学的
研究を阻害してきた一因となっている．  
 
２．研究の目的 
 本研究計画は，研究代表者が提案している
変分型の亀裂進展モデルと関連する移動境
界モデルについて，解の存在や収束性・安定
性などの数学解析を行うことにより，強固な
数理モデルの基礎付け，工学などへ応用可能
な数値シミュレーション手法の開発，と同時
に新たな数学解析手法の確立を目指すもの
である．本研究は，モデリング・シミュレー
ション・解析の３つの側面からの数学研究手
法と，研究代表者独自のアイデアである数理
モデル：亀裂進展フェーズフィールドモデル，
バネ・ブロック系破壊モデル，変分構造保存
型離散版移動境界モデル，を研究対象とする
ところに特徴と独自性がある． 
 
３．研究の方法 
 厳密な数学解析と，理論に裏打ちされた数
値解法による数値実験を併用し，現象の数理
モデリングや応用につながる研究を行う．そ
のためには，多くの応用数学・工学・物理学
関係の研究者との交流が欠かせない． 
 代表者が幹事を務める日本応用数理学会
研究部会「連続体力学の数理」を中心に，学
会 OS や研究集会などを開催し，国内外の関
連する数学者および理工学の研究者と研究
交流を図る．特に，研究集会「CoMFoS」には，
海外から関連する研究者を招聘する．また，
海外の国際研究集会で，得られた研究成果を
積極的に発表していくとともに，学術雑誌へ
の英語論文投稿を行う． 
 基礎研究のための応用数学および破壊力
学関連書籍を購入し，必要な知識・アイデア

を得るとともに，国内の関連研究者との意見
交換の機会を設けて，研究方向をより実効的
なものにするための方向修正を施す． 
 
４．研究成果 
(1) 代表者らが提案している亀裂進展フェ

ーズフィールドモデル（高石・木村モデ
ル）は，エネルギーの勾配構造と亀裂の
非修復性という２つの大きな特徴を持
っている．この２つの性質を両立して厳
密に取り扱うための数学的枠組みを構
築する試みとして，より簡略化した同様
の性質を持つ単独の非線形放物型偏微
分方程式を考え，その強解が時間大域的
に一意に存在することを証明した．通常
の弱解が出来ない非線形性の強い方程
式ではあるが，粘性解は定義可能である
ような比較定理の成り立つ系であるこ
とをうまく利用し，エネルギー評価と比
較定理を組み合わせることで強解を直
接構成することに成功した． 

(2) 2D および 3Dにおける，有限要素法によ
る高石・木村モデルの数値シミュレーシ
ョンを行い，亀裂形状との初期亀裂配置
や離散パラメータとの関連を数値的に
調べた．それにより，モデルの有効性を
示唆する結果を得た． 

(3) 亀裂進展の安定性と不安定性の明快な
特徴付けの数学的基礎付けをエネルギ
ー理論に基づいて行った．それによると，
弾性エネルギーを亀裂面積（長さ）のグ
ラフで表したエネルギー・プロファイル
の凸性によって安定性が表されること
がわかった．またその応用として，亀裂
進展速度のコントロールの問題に取り
組み，それまで困難であった亀裂のコン
トロールの問題に新たな糸口を開いた． 

(4) 代表者らによる離散型破壊モデルのベ
ースとなる線形弾性体のバネ・ブロック
系による近似問題の解析を行った．特に，
テンソル値バネ定数の隠された対称性
を発見し証明した．また，ポアソン比が
小さい場合に正定値性が成り立つこと
を示した．これは，従来バネ・ブロック
系の数値計算においてポアソン効果が
出にくいという経験的事実を数学的に
解き明かしたことになる． 

(5) 亀裂進展モデルと同様のエネルギー勾
配によるフェーズフィールドモデルの
考え方を用いて，結晶構造内の転位線
（dislocation）のダイナミクスを記述
するモデルとして，線形弾性体の枠組み
の中で，エネルギー的に破綻のない数理
モデルを提案し，その数値計算を行った．
さらに本モデルが，転位線に働く仮想力
を与える Peach-Koehler の公式とも整
合性があることを示した． 

(6) Laplace 方程式で記述される自由境界
問題に対し，形状最適化ん手法による数
学的定式化を提案した．等角写像を用い



て，厳密解の分類とその厳密な証明を与
えた．また，形状最適化問題の有望な数
値解法である力法の弱定式化を行い，有
限要素法による数値例によりその有効
性を確認した． 

(7) 変分型クリスタライン法を拡張して，正
六角形をウルフ図形とする場合に，辺の
衝突と分裂を許容する新しいクリスタ
ライン法の枠組みを提案し，その数学的
性質を調べた．また，簡略化された雪の
結晶成長モデルを提案し，いくつかの数
値シミュレーションを行った． 
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