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研究成果の概要（和文）：本研究では、三角形および四面体上のLagrange補間について、新しい誤差評価を与え
た。Lagrange補間の誤差は、三角形や四面体が”ふっくらしている”（あるいは”平らに潰れていない”）とい
う仮定のもとで誤差評価がなされてきた。本研究では、本質的なのは三角形や四面体の（射影）外接半径である
ということを明らかにし、それらが0に収束していけば、たとえ三角形や四面体が平らに潰れていてもLagrange
補間の誤差は0に収束するということを示した。
この研究成果は、数値シミュレーションの主要な手法の一つである有限要素法の誤差解析に大きな影響を与える
であろう。

研究成果の概要（英文）：In this study, we have considered the error analysis of Lagrange 
interpolation on triangles and tetrahedrons (hereafter, we call them "elements"). Usually, the error
 analysis of Lagrange interpolation is done under the condition that elements are not so degenerate 
(or not so “flat”). We have found that essential factor of the error estimation is the (projected)
 circumradius of elements, and presented new error estimations expressed in terms of the (projected)
 circumradius and the diameter of elements. 
According to the newly obtained error estimation, we can say that if the (projected) circumradius of
 elements converges to 0, the error of Lagrange interpolations also converges to 0, even if elements
 are become very flat. Therefore, if we use triangulations with such elements, finite element 
methods would provide reliable numerical solutions.
We believe that the newly obtained error estimation provide a new insights to finite element methods
 and numerical simulations.

研究分野： 数値解析学、偏微分方程式に対する数値解法の数学的基礎

キーワード： 誤差解析　関数補間　有限要素法　外接半径
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１．研究開始当初の背景
 

(1) 
える重要な技術であり、
element
ョンの主な手法の一つである。有限要素法の
特徴は、関数解析的な偏微分方程式論と相性
がよく、得られる数値解の誤差を数学的に厳
密に評価できる場合が多いことである。
有限要素法を用いて数値シミュレーショ

ンを行う場合、まずやるべきことは数値シミ
ュレーションの問題領域を
呼ばれる図形で充填することである。要素と
しては、
問題の場合四面体が用いられる場合が多い。
問題領域を要素に分割することを（その他の
図形を要素として用いる場合も）
(triangulation)
数値シミュレーションで最も難しいのは
題領域の三角形分割であるといわれている。

 
(2) 

数学的に厳密に評価するためには、各要素に
おける関数補間の誤差を評価すればよいこ
とがわかっている。関数補間として一番重要
なのは
有限要素法で数値解を精度よく求めるため
には、
にきちんと評価するためには、
何らかの幾何学的条件を課す必要があるこ
とが知られている。
一番よく用いられる幾何学的条件は、

性条件
ので、これは要素の直径（三角形要素の場合
は最長辺の長さ）と要素に内接する円、ある
いは球の直径との比がある定数以下である
ということである。
あまり平らな（“潰れた”）要素を使うことが
できないことになる。つまり正則性条件のも
とでは、例えば問題領域に非常に細長い部分
がある場合は、三角形分割が極めて難しいこ
とになる。

 

 
 
 

 
 正則性条件のもとでの
差は次のように表すことができる：
 

 

式 Ｃ－１９、Ｆ－１９

１．研究開始当初の背景

(1) 数値シミュレーション
える重要な技術であり、
element method)
ョンの主な手法の一つである。有限要素法の
特徴は、関数解析的な偏微分方程式論と相性
がよく、得られる数値解の誤差を数学的に厳
密に評価できる場合が多いことである。
有限要素法を用いて数値シミュレーショ

ンを行う場合、まずやるべきことは数値シミ
ュレーションの問題領域を
呼ばれる図形で充填することである。要素と
しては、2 次元問題の場合三角形が、
問題の場合四面体が用いられる場合が多い。
問題領域を要素に分割することを（その他の
図形を要素として用いる場合も）
(triangulation)という。有限要素法を用いた
数値シミュレーションで最も難しいのは
題領域の三角形分割であるといわれている。

(2) 有限要素法で得られる数値解の誤差を
学的に厳密に評価するためには、各要素に

おける関数補間の誤差を評価すればよいこ
とがわかっている。関数補間として一番重要
なのは Lagrange
有限要素法で数値解を精度よく求めるため
には、つまり Lagrange
にきちんと評価するためには、
何らかの幾何学的条件を課す必要があるこ
とが知られている。
一番よく用いられる幾何学的条件は、

性条件 (regularity condition)
ので、これは要素の直径（三角形要素の場合
は最長辺の長さ）と要素に内接する円、ある
いは球の直径との比がある定数以下である
ということである。
あまり平らな（“潰れた”）要素を使うことが
できないことになる。つまり正則性条件のも
とでは、例えば問題領域に非常に細長い部分
がある場合は、三角形分割が極めて難しいこ
とになる。 

“潰れていない

“潰れた

正則性条件のもとでの
差は次のように表すことができる：

Ｃ－１９、Ｆ－１９

１．研究開始当初の背景 

数値シミュレーションは現代文明を支
える重要な技術であり、有限要素法

method) はその数値シミュレーシ
ョンの主な手法の一つである。有限要素法の
特徴は、関数解析的な偏微分方程式論と相性
がよく、得られる数値解の誤差を数学的に厳
密に評価できる場合が多いことである。
有限要素法を用いて数値シミュレーショ

ンを行う場合、まずやるべきことは数値シミ
ュレーションの問題領域を要素
呼ばれる図形で充填することである。要素と

次元問題の場合三角形が、
問題の場合四面体が用いられる場合が多い。
問題領域を要素に分割することを（その他の
図形を要素として用いる場合も）

という。有限要素法を用いた
数値シミュレーションで最も難しいのは
題領域の三角形分割であるといわれている。

有限要素法で得られる数値解の誤差を
学的に厳密に評価するためには、各要素に

おける関数補間の誤差を評価すればよいこ
とがわかっている。関数補間として一番重要

agrange 補間と呼ばれるものである。
有限要素法で数値解を精度よく求めるため

Lagrange 補間の誤差を数学的
にきちんと評価するためには、
何らかの幾何学的条件を課す必要があるこ
とが知られている。 
一番よく用いられる幾何学的条件は、

(regularity condition)
ので、これは要素の直径（三角形要素の場合
は最長辺の長さ）と要素に内接する円、ある
いは球の直径との比がある定数以下である
ということである。正則性条件のもとでは、
あまり平らな（“潰れた”）要素を使うことが
できないことになる。つまり正則性条件のも
とでは、例えば問題領域に非常に細長い部分
がある場合は、三角形分割が極めて難しいこ

 
 
 
 
 

 
潰れていない”良い要素

潰れた”悪い要素

正則性条件のもとでの Lagrange
差は次のように表すことができる：

, ,

Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９

は現代文明を支
有限要素法 (finite

はその数値シミュレーシ
ョンの主な手法の一つである。有限要素法の
特徴は、関数解析的な偏微分方程式論と相性
がよく、得られる数値解の誤差を数学的に厳
密に評価できる場合が多いことである。 
有限要素法を用いて数値シミュレーショ

ンを行う場合、まずやるべきことは数値シミ
要素 (element)

呼ばれる図形で充填することである。要素と
次元問題の場合三角形が、3 次元

問題の場合四面体が用いられる場合が多い。
問題領域を要素に分割することを（その他の
図形を要素として用いる場合も）三角形分割

という。有限要素法を用いた
数値シミュレーションで最も難しいのは、問
題領域の三角形分割であるといわれている。

有限要素法で得られる数値解の誤差を
学的に厳密に評価するためには、各要素に

おける関数補間の誤差を評価すればよいこ
とがわかっている。関数補間として一番重要

補間と呼ばれるものである。
有限要素法で数値解を精度よく求めるため

補間の誤差を数学的
にきちんと評価するためには、用いる要素に
何らかの幾何学的条件を課す必要があるこ

一番よく用いられる幾何学的条件は、正則
(regularity condition)と呼ばれるも

ので、これは要素の直径（三角形要素の場合
は最長辺の長さ）と要素に内接する円、ある
いは球の直径との比がある定数以下である

正則性条件のもとでは、
あまり平らな（“潰れた”）要素を使うことが
できないことになる。つまり正則性条件のも
とでは、例えば問題領域に非常に細長い部分
がある場合は、三角形分割が極めて難しいこ

良い要素 

悪い要素 

Lagrange 補間の誤
差は次のように表すことができる： 

, ,  

、Ｚ－１９、ＣＫ－１９

は現代文明を支
(finite 

はその数値シミュレーシ
ョンの主な手法の一つである。有限要素法の
特徴は、関数解析的な偏微分方程式論と相性
がよく、得られる数値解の誤差を数学的に厳

 
有限要素法を用いて数値シミュレーショ

ンを行う場合、まずやるべきことは数値シミ
(element)と

呼ばれる図形で充填することである。要素と
次元

問題の場合四面体が用いられる場合が多い。
問題領域を要素に分割することを（その他の

三角形分割 
という。有限要素法を用いた

、問
題領域の三角形分割であるといわれている。 

有限要素法で得られる数値解の誤差を
学的に厳密に評価するためには、各要素に

おける関数補間の誤差を評価すればよいこ
とがわかっている。関数補間として一番重要

補間と呼ばれるものである。
有限要素法で数値解を精度よく求めるため

補間の誤差を数学的
用いる要素に

何らかの幾何学的条件を課す必要があるこ

正則
と呼ばれるも

ので、これは要素の直径（三角形要素の場合
は最長辺の長さ）と要素に内接する円、ある
いは球の直径との比がある定数以下である

正則性条件のもとでは、
あまり平らな（“潰れた”）要素を使うことが
できないことになる。つまり正則性条件のも
とでは、例えば問題領域に非常に細長い部分
がある場合は、三角形分割が極めて難しいこ

補間の誤

ただし
Lagrange
の長さ）であり、
比に依存する正定数である。
ノルムについては説明を省略する。）
 三角形要素の場合は、もう一つ
(maximum angle
知られている。これは、三角形の最大角が

以下であるというものである。
角形は全ての内角が
に潰れてい
 
 
 
 

 
最大角条件のもとでも上と同様な誤差評価
が成り立つが、定数
して決まる。
 
以上のように、三角形分割内の要素が正則

性条件か最大角条件を満たせば、その三角形
分割を用いた有限要素法により得られた数
値解の精度が数学的に保障されることがわ
かっていた。これらの結果が得られたのは、
1960
あり、現在有限要素法の数学的基礎に関する
全ての教科書において、以上のことが説明さ
れている。
 
２．研究の目的
 
本研究では、

覆すような、まったく新しい
の誤差評価の発見を目的とした。そのきっか
けとなったのは、共同研究者の一橋大学小林
健太准教授（当時）による画期的な誤差評価
式の発見であった。
さ A, B, C
Lagrange
功した。
そのため小林

三角形について
的に計算し、誤差の挙動を精密に表すことの
できる対称式の形を探索し
た対称式で全ての三角形上の
の誤差が評価できることを、
値計算
 
 現在、
見ると、三角形上の
差は、三角形の
用いて
は小林准教授と共同で、
の誤差を三角形の外接半径を使って表す評
価式を、精度保証つき数値計算を用いない
“紙と鉛筆による”証明を見出すことを試み
た。これが本研究の始まりであった。

、ＣＫ－１９（共通）

ただし は関数
Lagrange 補間、
の長さ）であり、
比に依存する正定数である。
ノルムについては説明を省略する。）
三角形要素の場合は、もう一つ

(maximum angle
知られている。これは、三角形の最大角が

 
以下であるというものである。
角形は全ての内角が
潰れていても最大角

“潰れているが”悪くない要素

最大角条件のもとでも上と同様な誤差評価
が成り立つが、定数
して決まる。 

以上のように、三角形分割内の要素が正則
性条件か最大角条件を満たせば、その三角形
分割を用いた有限要素法により得られた数
値解の精度が数学的に保障されることがわ
かっていた。これらの結果が得られたのは、
1960年代の終わりから
あり、現在有限要素法の数学的基礎に関する
全ての教科書において、以上のことが説明さ
れている。 

２．研究の目的

本研究では、
覆すような、まったく新しい
の誤差評価の発見を目的とした。そのきっか
けとなったのは、共同研究者の一橋大学小林
健太准教授（当時）による画期的な誤差評価
式の発見であった。

A, B, C と面積
Lagrange 補間の誤差を精密に表すことに成
功した。 
そのため小林

三角形について
的に計算し、誤差の挙動を精密に表すことの
できる対称式の形を探索し
た対称式で全ての三角形上の
の誤差が評価できることを、
値計算を用いて証明

現在、小林の公式
見ると、三角形上の
差は、三角形の
用いて表されることがわかる
は小林准教授と共同で、
の誤差を三角形の外接半径を使って表す評
価式を、精度保証つき数値計算を用いない
“紙と鉛筆による”証明を見出すことを試み
た。これが本研究の始まりであった。

（共通） 

は関数 u の三角形
補間、 は三角形の直径（

の長さ）であり、C は直径と内接円の
比に依存する正定数である。（
ノルムについては説明を省略する。）
三角形要素の場合は、もう一つ

(maximum angle condition)
知られている。これは、三角形の最大角が

以下であるというものである。
角形は全ての内角が 90℃以下なので、どんな

ても最大角条件を満たす。

“潰れているが”悪くない要素

最大角条件のもとでも上と同様な誤差評価
が成り立つが、定数 C は上の定数

 

以上のように、三角形分割内の要素が正則
性条件か最大角条件を満たせば、その三角形
分割を用いた有限要素法により得られた数
値解の精度が数学的に保障されることがわ
かっていた。これらの結果が得られたのは、

年代の終わりから1970
あり、現在有限要素法の数学的基礎に関する
全ての教科書において、以上のことが説明さ

２．研究の目的 

本研究では、有限要素法の教科書の記述を
覆すような、まったく新しい
の誤差評価の発見を目的とした。そのきっか
けとなったのは、共同研究者の一橋大学小林
健太准教授（当時）による画期的な誤差評価
式の発見であった。彼は、三角形の三辺の長

と面積 S をからなる対称式により
補間の誤差を精密に表すことに成

そのため小林准教授は、まず非常に多くの
三角形について Lagrange 補間の誤差を数値
的に計算し、誤差の挙動を精密に表すことの
できる対称式の形を探索した。その後、求め
た対称式で全ての三角形上の
の誤差が評価できることを、

を用いて証明した。 

小林の公式と呼ばれている評価式を
見ると、三角形上の 1 次 Lagrange
差は、三角形の外接半径（外接円の半径）を

表されることがわかる
は小林准教授と共同で、1 次
の誤差を三角形の外接半径を使って表す評
価式を、精度保証つき数値計算を用いない
“紙と鉛筆による”証明を見出すことを試み
た。これが本研究の始まりであった。

の三角形 K 上の
は三角形の直径（=最長辺
は直径と内接円の直径の

比に依存する正定数である。（Sobolev 空間の
ノルムについては説明を省略する。） 
三角形要素の場合は、もう一つ最大角条件

condition) というものが
知られている。これは、三角形の最大角が

以下であるというものである。例えば直角三
℃以下なので、どんな
条件を満たす。 

“潰れているが”悪くない要素 

最大角条件のもとでも上と同様な誤差評価
は上の定数 D に依存

以上のように、三角形分割内の要素が正則
性条件か最大角条件を満たせば、その三角形
分割を用いた有限要素法により得られた数
値解の精度が数学的に保障されることがわ
かっていた。これらの結果が得られたのは、

1970年代にかけてで
あり、現在有限要素法の数学的基礎に関する
全ての教科書において、以上のことが説明さ

有限要素法の教科書の記述を
覆すような、まったく新しい Lagrange
の誤差評価の発見を目的とした。そのきっか
けとなったのは、共同研究者の一橋大学小林
健太准教授（当時）による画期的な誤差評価

彼は、三角形の三辺の長
をからなる対称式により

補間の誤差を精密に表すことに成

は、まず非常に多くの
補間の誤差を数値

的に計算し、誤差の挙動を精密に表すことの
た。その後、求め

た対称式で全ての三角形上の Lagrange
の誤差が評価できることを、精度保証つき数

 

と呼ばれている評価式を
Lagrange 補間の誤
（外接円の半径）を

表されることがわかる。そこで、土屋
次 Lagrange

の誤差を三角形の外接半径を使って表す評
価式を、精度保証つき数値計算を用いない
“紙と鉛筆による”証明を見出すことを試み
た。これが本研究の始まりであった。 

上の 1 次
最長辺
直径の
空間の

最大角条件
というものが

知られている。これは、三角形の最大角が

例えば直角三
℃以下なので、どんな

 

 

最大角条件のもとでも上と同様な誤差評価
に依存

以上のように、三角形分割内の要素が正則
性条件か最大角条件を満たせば、その三角形
分割を用いた有限要素法により得られた数
値解の精度が数学的に保障されることがわ
かっていた。これらの結果が得られたのは、

年代にかけてで
あり、現在有限要素法の数学的基礎に関する
全ての教科書において、以上のことが説明さ

有限要素法の教科書の記述を
Lagrange 補間

の誤差評価の発見を目的とした。そのきっか
けとなったのは、共同研究者の一橋大学小林
健太准教授（当時）による画期的な誤差評価

彼は、三角形の三辺の長
をからなる対称式により

補間の誤差を精密に表すことに成

は、まず非常に多くの
補間の誤差を数値

的に計算し、誤差の挙動を精密に表すことの
た。その後、求め

Lagrange 補間
つき数

と呼ばれている評価式を
補間の誤

（外接円の半径）を
そこで、土屋

Lagrange 補間
の誤差を三角形の外接半径を使って表す評
価式を、精度保証つき数値計算を用いない
“紙と鉛筆による”証明を見出すことを試み

 



 そ の後、 三 角形や 四 面体上 の 高 次
Lagrange 補間の誤差評価や三角形上の
Crouziex-Raviart 補間の誤差評価について
考察してきた。 
また、三角形上の Lagrange 補間の誤差評

価が曲面の面積の定義という古くからの難
問に関連していることを見出し、曲面の面積
の定義について考察することも、研究の目的
としてきた。 
 
３．研究の方法 
 
 研究の方法としては、最大角条件を見出し
た Babuska-Aziz の論文の手法が我々の目
的にとっても有効であることがわかった。
Bavuska-Aziz の手法とは、直角三角形を垂
直につぶしても Lagrange 補間の補間精度は
劣化しないことを示すテクニックである。 
 
 
 
 
 
 
 
 

直角三角形を垂直に潰しても 
Lagrange 補間の精度は劣化しない。 

 
Babuska-Aziz の論文では、1次 Lagrange

補間の場合に証明しているが、我々は高次
Lagrange 補間の場合にも同様な結果が成り
立つことを証明した。そのために 1 次元の差
分商 (difference quotient)の議論を 2 次元と
3 次元に拡張した。 
 
任意の三角形は、直角三角形の直角の角度

を変更した三角形と相似である。直角の角度
を変える変換は、２×２行列 
 

 
 

による線形変換である。ただし、 ,
かつ とする。我々は、Lagrange 補間の
誤差がこの行列の特異値により上から評価
できることに気が付いた。さらに、その特異
値が三角形の外接半径を用いて表すことが
できることがわかった。この結果は、行列の
Kronecker (tensor) 積 を 使 う と 、 高 次
Lagrange 補間の場合に拡張できる。 
 
 
 
 
 

直角三角形を変換し 
任意の三角形と相似な三角形を得る 

 
 以上の結果は、三角形上の Lagrange 補間
の誤差評価についてであるが、四面体上の

Lagrange 補間の誤差についても同様な評価
式が得られることがわかった。ただし、四面
体については、外接球の半径を考えてもだめ
で、射影外接半径 (projected circumradius)
と呼ばれる量を考える必要があることがわ
かった。以下、四面体の射影外接半径につい
て説明する。 
 四面体の任意の面 を底面とし、その直径
と外接半径をそれぞれ とする。 に垂直
な平面を考えて、四面体をその平面に垂直に
射影する。するとその像は三角形になるので、
その像の外接半径を考えることができる。そ
のような外接半径の最大値を とする。射影
外接半径は、 

 
 
で定義される量である。ただし、min は四面
体の 4 つの面についてとる。 
 
４．研究成果 
 
 (1) 得られた研究成果は以下の通りであ
る。正整数 k と整数  実数

を考える。 
三角形 K 上の関数 の 次 Lagrange 補間
の誤差は、 

 
, , , ,  

 
と評価することができる。ただし、 と は
それぞれ三角形 の外接半径と直径である。
また、  は のみに依存する正定数であ
る。 
四面体 上の関数 の 次 Lagrange 補間
の誤差も、上とまったく同様な不等式で評価
できる。ここで重要なのは、誤差評価の不等
式に現れる正定数 が、三角形や四面体の形
状にまったく依存しないという事実である。 
この結果から、有限要素法で使用する三角形
分割に対する幾何学的条件で本質的なのは、
三角形分割内の（射影）外接半径が０に収束
することであることがわかる。この条件を外
接半径条件 (circumradius condition)と呼ぶ
ことにした。 
 この誤差評価式に現れる定数は、三角形や
四面体の形状にまったく依存しない。このよ
うな評価式は今まで得られたことがなく、有
限要素法の数学的理論や実際の使用に与え
る影響は非常に大きいと思われる。実際に、
この研究に刺激を受け、有限要素法の数学的
理論を基礎部分から見直す動きが始まりつ
つある。 
 
 (2) 以上の結果は、曲面の面積の定義とい
う問題に関連があることがわかった。曲線の
長さは、近似する折れ線の長さの極限として
定義される。それに対して曲面の面積は内接
する区分的三角形多面体の面積の極限とし
ては定義できないことが、1880 年代に
Schwarz と Peano により示された。彼らは、



現在 Schwarz の提灯 (Schwarz’s lantern) 
と呼ばれている反例を見出した。 
 我々は、Schwarz の提灯の面積が円柱の側
面積に収束する必要十分条件は、Schwarz の
提灯を作る三角形の外接半径が０に収束す
ることであることを見出した。これから、外
接半径条件は、曲面の面積の定義においても
本質的な条件であることがわかる。 
 
 さらに、Crouziex-Raviart 補間で曲面の面
積を近似する場合、三角形分割に何の幾何学
的条件を課さずに曲面の面積が近似できる
ことがわかった。この結果は、有限要素法の
従来の常識を覆すものであり、さらに研究を
進める必要がある。また、この研究を契機と
して、曲面の面積の定義について更なる研究
が進むであろう。 
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