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研究成果の概要（和文）：感染症数理モデルをより現実的に捉えるために，昨今，時間遅れの影響が考慮されて
いる。解の正値性を保つ離散化は具体的な振る舞いを見るためにも重要であり，これらを時間遅れを含めた超離
散型モデルにまで応用した。結果として，連続型・差分型・超離散型モデルで定性的性質の明らかな相関性があ
ることを見出している。感染症数理モデルの超離散化の例は少なく，時間遅れまで言及できたことは有意義であ
る。一方，大学院生らの協力のおかげで，数理生物モデルに由来する離散ハングリー可積分系に関して，漸近挙
動等の性質や固有対の数値計算法等も導けた。関連する論文が多く掲載されている。

研究成果の概要（英文）：Due to the reality of mathematical models of infections, the effects of time
 delays are often studied recently. Proper discretization to keep the solution positive is important
 to understand the behavior of such a model.
We newly tried to apply these ideas to the ultra-discrete models. As a result, clear correspondence 
in the qualitative property was confirmed among the continuous model, the discretized model, and the
 ultra-discrete model including time delay.
Moreover, through the help of graduate students, we derived results such as convergence behavior for
 a kind of the integrable discrete hungry systems and formulation of calculation procedure of 
eigenpairs. Related papers have been published. 

研究分野： 数値解析
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
昨今のウィルスの感染伝播の脅威に対し，数理モデルによる解明は重要視されている。これらの時間発展による
具体的な挙動の把握に差分方程式の解明は役立つと考える。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
時間項に遅れを持つ微分方程式（定数遅れは微分差分方程式ともいわれる）は，より現実的

な数理モデルとして，解の定性的理論に関する論文が非常に多く発表されている。特に，現実
社会で深刻な問題になりつつあるウィルスの流行対策として，数理モデリングの研究も重要な
テーマといえる。 
代表者は本科学研究費補助金の１つ前の研究課題として，常微分方程式や偏微分方程式に対

する安定的な数値計算スキームの発想を，定数遅れを持つ微分方程式の離散化にも応用し，解
の正値性を担保する差分型感染症モデルを提案，定性的性質を調べた論文を共同研究として掲
載している。この結果は，従来の連続型モデルで得られた平衡点の安定性と同等の条件を差分
型モデルでも示せることを見出したものである。 
同時に，ある種の離散可積分系の性質や固有値計算法に関わる共同研究も，これまで続けて

きた。これらの異なる研究を続ける中で，セルオートマトンにも関連する超離散化という特有
の手続きを勉強することになり，時間遅れを持つ感染症モデルにも応用できるのでは？と考え
るようになった。感染症数理モデルの定性的理論に関して残された問題は非常に難解である。
超離散化の活用は単純化して挙動を見られるので，未解明な問題の理解等に役立つことがある
のでは？と期待した。 
 本科学研究費補助金の申請時は，可積分系研究者との共同研究を積極的に進めていた頃で，
新たな固有値計算法の定式化や関連する性質を次々と見出しつつあった。扱った離散可積分系
には生物の被捕食関係を表す数理モデルもあり，この超離散化を見ていたことから，時間遅れ
を持つ問題に発想を応用できないか？と考えたのは自然なことである。 
 
２．研究の目的 
本研究課題は，基本的な感染症モデルを幾つか取り上げ，まずは時間遅れを持つ差分型モデ

ルから超離散型モデルを導出し，これらの漸近挙動等を調べる。これより，連続型モデル・差
分型モデル・超離散型モデルでの時間遅れの影響や安定性に関わる相関性を明示することを目
標とする。得られた成果は逐次，国内外で発表し，英論文や和文報告等で公開する。 
超離散化の手続きを感染症モデルに適用した結果は少なく，最も基本的な感染症モデルに限

定されている。ある種の感染症モデルを変形して得られるロジスティック方程式等も超離散化
の適用例がないようなので，今回はこれらの時間遅れを含む問題に踏み込んで調べる。得られ
た解析手順を他の時間遅れを持つ数理モデルに適用していくことも継続的に検討する。本課題
の遂行には，超離散化に関わる事項や感染症モデルの解の性質等の知識を深めることがとても
大切なので，別に継続的に進めてきた共同研究は今後もできるだけ続ける。 
 
３．研究の方法 
可積分系研究で重要な話題の一つである超離散化を，時間遅れを持つ感染症モデルに応用し

て性質を調べるため，定性的性質が知られた基本的な感染症モデルや遅延ロジスティック方程
式等を取り上げた。まずは，1 つ前の研究課題で見出していた解の正値性等を保つ安全な離散
化手順を基本的な感染症モデルに応用し，時間遅れをもつ差分方程式を導出する。超離散化の
適用にはこの手続きがとても重要になる。さらに，時間遅れの項を残した超離散型モデルを導
出し，解の収束性を逐次的に調べ，安定性の条件を見出すことで，連続型モデルや差分型モデ
ルで得られていた性質と比較する。フィードバック項を含む時間遅れを持つ感染症モデル等，
差分型モデルでもまだ解明されていない問題があるので，離散化の工夫も含めて解決を図る。 
今まで続けてきた離散可積分系に基づく数値計算法の導出等の共同研究には，被捕食関係を

表す有名な数理生物モデルに由来する差分方程式の漸近挙動や中心多様体を用いた解析等も含
まれている。これらは本研究の大きなヒントにもなり得るため，引き続き進める。 
本研究課題の遂行には学生の協力も重要となる。様々なモデルへの解析手順の適用と確認，

数値計算による予備実験等を進めてもらうことで検証がはかどる。 
 
４．研究成果 
 本研究費補助金では，以下の幾つかの方向の研究を進め，それぞれ成果が得られた。解決し
きれずに残った問題や新たに芽が出てきた話題については，今後も解明を続ける。 
 
(1) 時間遅れを持つ感染症モデルの超離散化の試みによる成果が得られた。時間遅れを持つ

連続型数理モデルに対する解の正値性を保つ安全な離散化は，連続型モデルと差分型モデルの
解の安定性条件の同等性を生むことは以前に見出していた。今回は，この発想を超離散化にま
で応用し，時間遅れの項を含めた超離散方程式を導出することで，連続型・差分型・超離散型
モデルに関する定性的性質の相関性を見出すことができた。これらは学会や研究集会などで発
表し，幾つかの論文が掲載された（雑誌論文②,⑥,⑩）。感染症数理モデルの超離散化の例は少
なく，時間遅れの影響を具体的に言及したのは初めてと思われる。今後，感染症モデルに限ら
ず，時間遅れを持つ数理モデルに本研究の発想を応用し，遅れの影響の理解を深めたい。 
超離散方程式は面白い性質を色々持っており，箱玉系と呼ばれる力学系もその１つにある。

超離散化を勉強する中で，箱玉系の性質や様々な種類があることを知った。一環として，箱玉
系の保存量の導出方法を見直した成果が雑誌論文⑦である。 



一方，感染症モデルに関わる成果として，研究補助の大学院生の思わぬ発見と共著者の協力
により，雑誌論文①が掲載されるに至った。免疫を喪失するタイプの感染症モデルの平衡点の
大域安定性に関して，連続モデルのみならず，差分型モデルにおいても明示できている。 
(2) 生物の個体数変動に関連し，被捕食関係を表す可積分な離散ハングリー系の独特の性質や
数値計算法の応用に関して知見を深めることは本課題にも有益なので，共同研究は続けている。
被捕食を表す離散可積分系に対する共同研究で，新たな固有対の計算方法や中心多様体を用い
た漸近挙動等を解析した論文が掲載された（雑誌論文④,⑤,⑧）。これらの研究のおかげで，時
間遅れを持つ場合への応用を見出すことができ，後継の課題に繋げることができた。異なる問
題で周期的収束性を調べた成果として雑誌論文③がある。 
(3) 感染症に限らず，時間遅れを持つ微分方程式に関して，研究期間内に幾つか検討すること
ができた。ロジスティック方程式のように見かけ上は簡単に見える問題も，時間遅れを持つと
解は明示的に書くことができない。平衡点の安定性の議論で得られる条件に着目し，領域を可
視化することで条件を見直した結果が雑誌論文⑨として報告されている。 
時間遅れを持つ問題は連続と離散的な面を持ち，解析は難解である。通常は，遅れが十分に

小さいと考え，遅れのない非線形力学系として扱われているが，時間遅れを含めて問題を見直
すと，従来では予想できなかった不思議な解挙動等が現れ，解の安定性や不安定性も急変する。
このことを共同研究者は爆発解に関して新たに見出した（学会発表④）。数値実験等で面白い事
象が確認できており，本研究課題とは異なるが共同研究を始めている。本課題の時間遅れの知
見が他の研究にも役立つので，今後，時間遅れの影響に関する検証は続ける。 
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