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研究成果の概要（和文）：原子核内部を構成する素粒子クォークとグルーオンが従う量子色力学と呼ばれる強い
相互作用を、大規模数値計算、カイラル対称性を保った格子QCDにより計算することによって (1) 理論物理にと
って５０年以上にわたる問題となっているCP対称性を破るK中間子の２体パイ中間子への崩壊振幅 ε' / εの計
算 (2) ミューレプトンの異常磁気能率 g-2 へのハドロン寄与の計算を行った。スパコンと計算量を縮減する
様々な手法を開発することにより前者に関しては最初の結果を得て、後者に関しては現時点で最も精度の高い結
果を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：Sub-atomic particles, quark and gluon, are governed by the strong 
interaction called Quantum Chromo Dynamics (QCD).  Large scale calculation of QCD with chiral 
lattice fermions is performed on supercomputers to provide two important theoretical predictions: 1)
 CP-violating K meson decay into two pions and ε' / ε  2) hadronic contributions to anomalous 
magnetic moment g-2 of muon.  By developing various novel theoretical and algorithmic techniques, we
 carried out the first computation on K→ππ and also provided, so far, the most precise prediction
 on g-2.

研究分野： 格子場の理論・素粒子理論・高エネルギー物理学

キーワード： 大規模数値計算　格子場の理論　量子色力学　素粒子標準模型　ハドロン崩壊　ミューオン異常磁気能
率　CP対称性の破れ
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様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	

１．研究開始当初の背景 
 
原子核を構成する素粒子、クォークとグルー
オン、が従う量子色力学と呼ばれる強い相互
作用の働く理論を大規模数値計算で解く格子
量子色力学(Lattice QCD)の研究開始当時の
状況は以下の通りであった。 
(1) 自然界のアップ・ダウンクォークの質量
に対応する軽い質量の計算が実行できるよう
になった（アップと反ダウンクォークから作
られる荷電パイ中間子の計算機上での質量を
自然界に対応する役 140MeV にできるよう
になった） 
(2) アップ、ダウン、ストレンジまでの３種類
のクォークとそれらの反クォークの対生成・
対消滅によるグルーオンの真空偏極の効果
（動的クォークの効果）を計算に取り入れら
れるようになった 
(3) 軽いクォークから作られる原子核や中間
子などの軽いハドロンを格子計算で計り実験
と精密に合わせられるようになった。 
 
これらの数値計算では、上記の動的クォーク
の効果を取り入れた QCD のサンプル（グル
ーオン配位）を多数生成し、次にハドロン性
質を研究するための物理量（ハドロンの伝搬
関数や多点グリーン関数など）を測定すると
いう２段階に分かれる。 
 
研究代表者と共同研究者は後者のハドロン計
算の統計精度を飛躍的に改善する方法を考案
し、それを用いて大型加速器をはじめとする
素粒子・原子核実験と直接付き合わせること
のできる重要でハドロン質量計算より複雑な
物理現象の計算を実行することが時宜にかな
うと考えて本研究を開始した。 
 
２．研究の目的 
 
次の２つの物理現象を主な目的とした。 
 
1) 「K→ππ崩壊とε'/ε」  ダウンとストレ
ンジクォークから作られる 電荷ゼロの K 
中間子が小林・益川理論で記述される電弱相
互作用（ストレンジクォークがWボゾンや Z
ボゾンと呼ばれる電弱ボゾンを放出・吸収し
てアップやダウンクォークに変わる相互作用）
を通して２つのパイ中間子（アップ、ダウン
クォークで作られる最も軽い中間子）に崩壊
する課程で、この崩壊振幅を計算することは
理論物理にとって５０年を超える宿題となっ
ている。この崩壊は 荷電共役・パリティー 対
称性 (CP対称性）を破る崩壊で、CP対称性
の破れはこの宇宙になぜ反物質が物質に比べ
てごくわずかしか存在しないのかを解明する
鍵ともなる。K→ππ崩壊は CP対称性を破る
が、この破れ方には初期状態の K中間子がい
ったん反K中間子に変換されてからπ中間子
に崩壊する間接的な CP の破れと、崩壊を引
き起こす電弱相互作用が CP 対称性を破る直

接的な破れに分けることができる。前者と後
者の振幅をε’とεと呼ばれ、米国ブルック
ヘブン国立研究所（BNL）や欧州原子核研究
機構 CERN などで数十年前から実験結果が
出されていたが、これを理論的に導き出し実
験結果と合っているかどうかを確かめること
は現在の素粒子理論（標準模型）の正しさを
確かめる最も厳しい検定の一つである。また、
この課程は未知の粒子や知られていない相互
作用（標準模型を超えた物理）に感度が高い
と考えられており、実験結果と計算結果の間
のずれの有無はその意味でより重要となる。 
 
2) 「ミューレプトンの異常磁気能率」電子よ
り約２００倍重い質量を持つ素粒子であるミ
ューレプトンが磁場から受ける相互作用エネ
ルギーである磁気能率、特にスピン角運動量
に起因する磁気能率は粒子のスピンと電荷に
比例し質量に反比例する。この異常磁気能率
とスピンの間の比例係数 g因子は無次元の量
で、もし量子効果がなければ２となる。実際
の測定では g 因子は 2 から 0.2 %程度ずれ
ており、このずれはミュー粒子が光子を短い
時間の間、放出したり吸収したりする量子電
磁気の効果として理解される。このずれを含
めた実験値と理論値の合致は 1950 前後に量
子電磁気学の確立の最も強い証拠の一つとな
った。このミュー粒子の g因子の 2からのず
れ (g-2) はその後、実験的に非常に正確に計
られるようになってきており、2000年前後に
は BNLの実験では実に 8桁目までの実験値
と誤差も 0.5ppm という非常に高い精度で得
られている。この精密な実験精度に比肩する
理論値を得るには、量子電磁気学にとどまら
ず、重力を除く知られているすべての相互作
用、量子色力学と電弱相互作用の影響が現れ
てきており、ほぼすべての既知の素粒子（光
子、電子、ミューレプトン、τレプトン、グル
ーオン、アップ、ダウン、ストレンジ、チャー
ムクォーク、W、Zボゾン、ニュートリノなど）
の影響を正確に計算しなくてはならない。現
時点での研究結果では実験値と理論値には両
者の不定性の 3 倍以上の不一致が言われてお
り、 

 
表 1: (g-2)/2 の現時点での素粒子標準模型の
理論値 と BNL E821 での実験値 
 
理論の主要な不定性は量子色力学とクォーク
によるものでこのハドロン寄与と呼ばれる量
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Contribution Value ⇥1010 Uncertainty ⇥1010

QED 11 658 471.895 0.008
Electroweak Corrections 15.4 0.1
HVP (LO) [3] 692.3 4.2
HVP (LO) [4] 694.9 4.3
HVP (NLO) -9.84 0.06
HVP (NNLO) 1.24 0.01
HLbL 10.5 2.6
Total SM prediction [3] 11 659 181.5 4.9
Total SM prediction [4] 11 659 184.1 5.0
BNL E821 result 11 659 209.1 6.3
Fermilab E989 target ⇡ 1.6

TABLE I. Current standard model prediction of aµ including
uncertainties contrasted with the experimental target preci-
sion of the upcoming Fermilab E989 experiment [6, 9, 10].
The individual contributions are defined in Ref. [6].

for the quark-disconnected contribution (see Fig. 1) at
physical pion mass. Significant progress has been made
recently in the computation of an upper bound [15–17],
an estimate using lattice QCD data at heavy pion mass
[18], and towards a first-principles computation at phys-
ical pion mass [19]. Here we present the first result for

aHVP (LO) DISC
µ at physical pion mass. We report the re-

sult for the combined up, down, and strange quark con-
tributions.

COMPUTATIONAL METHOD

In the following we describe the refined noise-reduction
technique that allowed for the control of the statistical
noise with modest computational e↵ort.

We follow the basic steps of Ref. [20] and treat the
muon and photon parts of the diagrams in Fig. 1 analyt-
ically, writing

aµ = 4↵2

Z 1

0
d(q2)f(q2)[⇧(q2)�⇧(q2 = 0)] , (3)

where f(q2) is a known analytic function [20] and ⇧(q2) is
defined in the continuum through the two-point function

X

x

eiqxhJµ(x)J⌫(0)i = (�µ⌫q
2 � qµq⌫)⇧(q

2) (4)

with sum over space-time coordinate x and Jµ(x) =
i
P

f Qf f (x)�µ f (x). The sum is over quark flavors
f with QED charge Qf (Qu = 2/3, Qd/s = �1/3). We
compute ⇧(q2) using the kernel function of Refs. [21, 22]

⇧(q2)�⇧(q2 = 0) =
X

t

✓
cos(qt)� 1

q2
+

1

2
t2
◆
Call(t)

(5)

with

Call(t) =
1

3

X

~x

X

j=0,1,2

hJj(~x, t)Jj(0)i (6)

FIG. 1. HVP contributions to aµ with external photon at-
tached to the muon line. As common for non-perturbative
lattice QCD computations, one does not explicitly draw glu-
ons but understands each diagram to stand for all orders in
QCD.

which su�ciently suppresses the short-distance contribu-
tions such that we are able to use two less computation-
ally costly, non-conserved, local lattice vector currents
[23]. For convenience, we have split the space-time sum
over x in a spatial sum over ~x and a sum over the time
coordinate t. We sum over spatial Lorentz indices 0, 1, 2.
The Wick contraction in Eq. (6) yields both connected

and disconnected diagrams of Fig. 1. In the following C
stands for the combined up-, down-, and strange-quark
disconnected contribution of Call, while Cs stands for the
strange-quark connected contribution of Call. The reason
for defining Cs will become apparent below. The light
up and down flavors are treated as mass degenerate such
that

C(t) =
1

3V

X

j=0,1,2

X

t0

hVj(t+ t0)Vj(t
0)iSU(3) (7)

where V stands for the four-dimensional lattice volume,

Vµ = (1/3)(Vu/d
µ � Vs

µ), the average is over all SU(3)
gauge configurations, and

Vf
µ(t) =

X

~x

ImTr[D�1
~x,t;~x,t(mf )�µ] (8)

with Dirac operator D(mf ) evaluated at quark mass mf .
Controlling statistical fluctuations is the largest chal-

lenge in the computation of the disconnected contri-
bution. In order to successfully measure the discon-
nected contribution, two conditions need to be satisfied:
(i) large fluctuations of the up/down and strange con-
tributions that enter with opposite sign need to can-
cel [15] and (ii) the measurement needs to average over
the entire spacetime volume without introducing addi-
tional noise. Here we use the following method to satisfy
both (i) and (ii) simultaneously. First, the full quark
propagator is separated in high and low-mode contribu-
tions, where the former are estimated stochastically and
the latter are averaged explicitly [24], i.e., we separate
D�1 =

P
n v

n(wn)† + D�1
high, where the vectors vn and

wn are reconstructed from the even-odd preconditioned



の信頼できる計算を行うことを目的とした。 
 
新しい実験として 米国フェルミ研究所で 
2017 年より４倍の精度 0.14 ppm を目標と
した実験が開始されており、また日本の J-
PARC でも全く新しい独立な実験方法でミュ
ーオンの異常磁気能率を測定することが計画
されている（J-PARC では同時に上記 CP 対
称性の破れの検出を目的とした電気双極子も
測定する予定である）。このため本テーマは特
にタイムリーで重要となる。 
 
 
これらの正確な実験値と正確な理論値を比べ
て一致度合いを調べる方法は、アイシュタイ
ンの一般相対性理論と水星の近日点移動、朝
永・シュゥインガー・ファインマンによる電
子の異常磁気能率の計算と量子電磁気学のな
ど新しい物理法則を確立する上で大きな成功
を収めてきた。現代では正確な理論計算を行
う上で最も困難なのは強い相互作用を行うク
ォークが従う量子色力学を解くことであるが、
本研究では時空を格子状に切った格子量子力
学(Lattice QCD)という理論形式をスパコン
を解くことによって行う。特にカイラル対称
性と呼ばれる軽いクォークの性質に重要な対
称性を格子計算上でも保つドメインウォール
クォークを使うことによって、格子計算の系
統誤差を抑えることにより信頼できる計算結
果を出すことを目的とした。また上記２つの
テーマ以外にもハドロン寄与の計算が必須と
なる重要な物理量、例えば K中間子の（セミ）
レプトンへの崩壊、 長寿命 K 中間子と短寿
命 K中間子の混合と質量差、τレプトンのハ
ドロン崩壊、ボットムクォークの物理、ハド
ロンへの電磁気効果とアイソスピン対称性の
破れ、陽子・中性子の電気双極子の理論値、核
子の形状因子、ベータ崩壊の強度の計算、パ
ートン分布の直接計算、陽子崩壊の理論値な
どの多岐にわたる計算を行っている。 
 
３．研究の方法 
	
格子量子色力学、中でもカイラル対称性を保
ったクォークを使った格子計算は系統誤差が
小さく計算結果のクォリティーが高いが、一
方では必要な計算量が増大しスパコンの使用
が不可欠である。貴重な計算資源を最大限に
活用するために本研究では以下のいくつかの
数値計算の新手法を開発し使用することが研
究の実行可能性にとって重要であった。	
1)	 デフレーションと All	 Mode	 Averaging	
AMA,	 ハドロン寄与はクォークのグルーオン
場を背景場とするディラック方程式を解き、
伝搬関数を計算することによってなされる。
特にアップ、ダウンクォークなど軽い質量の
クォークはこのディラック方程式を共役勾配
法(CG)で解くのに膨大な計算量が必要となる。
これに対処するため、クォークの小さい固有
値に属する固有ベクトル数千本程度をチェビ

シェフ多項式を用いて低固有値部分空間を強
調加速した陰的再スタートランチョス法によ
ってあらかじめ解きその部分空間に関しては
正確な伝搬関数を得る（デフレーション）。高
周波部分に関しては正確な CG 法ではなくコ
ストの低い不正確な近似計算を敢えて行う。
モンテカルロ計算において、少数の高周波部
分をコストの高い正確な解と近似解を比べる
ことによってバイアスのない正確なモンテカ
ルロ積分を行うという手法である。この手法
によって自然界のクォーク質量に対応する格
子クォークが 2 桁以上低い計算コストで得ら
れるようになった。	
	
2)	 zMobius	カイラル対称性を保ったドメイ
ンウォールクォークは４次元時空のほかにカ
イラル対称性を保つために５つめの次元の自
由度が必要となる。５次元目の長さは典型的
に 30 程度から粗い格子の場合には 100 程度
まで増えるが、この自由度が計算コストとメ
モリ必要量を増大させる。これに対処するた
め、５次元目のクォークの運動項に複素数の
相互作用を入れることにより５時限の長さを	
8	ないし	12	程度に抑えることを行った。メ
モリ量と計算スピードが最大で一桁程度少な
くなる工夫である。	
	
この他にも	CPUの性能を最大限に引き出すべ
く、	SIMD 命令の活用、メモリ、タレイヤーキ
ャッシュにあったメモリアクセスになるよう
に計算順序を変えるなどを工夫することによ
り得られる範囲の計算資源で目的とする物理
計算を行えるようにした。	
	
1)「K→ππ崩壊とε'/ε」	に関しては、質量	
約	 500	 MeV の K中間子が	２つのパイ中間子
(質量	約 140MeV)に崩壊する際に物理的に正
しい運動量を持つように空間方向に	 G-パリ
ティ境界条件と呼ばれるπ中間子にとって半
周期境界条件が課されるような境界条件を設
定し、４つのファイマンダイアグラム(図 1)
により崩壊振幅を計算した。	電弱相互作用を
表す 10 種類のクォーク４体演算子を間に挟
み	小林・益川理論によるクォーク混合の効果
を取り入れている。	
	

図 1:	K→ππ崩壊の４つのダイアグラム。実
践はストレンジ（ｓ）かアップ・ダウン（l）
クォーク伝搬関数。灰色の点が電弱相互作用
による４体クォーク演算子	
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in the limit of large time separations tππ−tQ and tQ−tK
which projects onto the initial and final states of interest.
The operators JK and Jππ create the initial-state kaon
and destroy the two final-state pions. Introducing a final
state composed of two pions with nonzero relative mo-
mentum poses special challenges. Using now standard
methods [17], the desired finite-volume two-pion state
would have an energy well above that with two pions
at rest and require a multiexponential fit to determine
the decay matrix element. For the I = 2, two-pion state
this problem can be addressed by imposing antiperiodic
boundary conditions on the down quark [14, 18].
However, for the I = 0 state we must impose isospin-

symmetric boundary conditions to avoid mixing the I =
0 and 2 states. This is possible through a major algo-
rithmic advance: the introduction of G-parity boundary
conditions [19, 20]. Since each pion is odd under G par-
ity, apart from the effects of their interaction, each pion
must then carry a minimum momentum of π/L for each
direction (of length L) in which G parity is imposed. For
our lattice volume, imposing G-parity boundary condi-
tions in all three spatial directions results in the required
I = 0, ππ energy Eππ ≈ MK .
The G-parity transformation is described by the opera-

tor G = CeiπIy , a product of charge conjugation (C) and
a 180◦ isospin rotation about the y axis [21]. When a lat-
tice derivative connects quark fields across such a bound-
ary the (u, d) doublet is joined to a G-parity transformed
doublet (d,−u). This doubles the computational cost
and requires substantial code modifications since explicit
u and d degrees of freedom must be introduced. In addi-
tion, the gauge fields must now obey charge-conjugation
boundary conditions which demands new, special, gauge
ensembles. Since quarks and antiquarks are mixed at the
boundaries, new contractions must be included in which
two quark or two antiquark fields are joined by a prop-
agator. Finally, a consistent treatment of the strange
quark s requires that we include an unphysical partner
s′ to form an isodoublet that obeys G-parity boundary
conditions [22]. When generating the 2 + 1 flavor gauge
ensemble we must then take the square root of the deter-
minant of the s− s′ Dirac operator so that only a single
strange quark flavor is included.
The second critical difficulty is that the I = 0, two-pion

state has the same quantum numbers as the vacuum, the
state which thus dominates the large tππ−tQ limit needed
to remove excited states. We must subtract this vac-
uum contribution and deal with the exponentially falling
signal-to-noise ratio that results, a subtraction carried
out successfully in threshold calculations, with final-state
pions approximately at rest. [23, 24] [25].
We reduce the noise from this vacuum subtraction

using two techniques. First, we use a split-pion op-
erator [24] to destroy the two-pion state. Specifically,
Jππ(tππ) is the product of two quark-antiquark pairs, one
pair at the time tππ and the second at tππ+4. By separat-

ing the pion operators we suppress the vacuum coupling
that results when coincident pion operators immediately
create and destroy a pion, reducing the vacuum noise 2×.
Second, we use all-to-all propagators [26, 27] to construct
each pion interpolating operator from a quark-antiquark
pair, fixed to Coulomb gauge, with a relative coordinate,
hydrogen ground-state wave function of radius 2a and
center-of-mass coordinate distributed over a time plane
at tππ or tππ + 4. This choice increases the Jππ coupling
to the two-pion state relative to the vacuum, giving a
further 2× noise reduction [28].
We use a 323 × 64 volume, the Iwasaki+DSDR gauge

action [29] and Möbius [30], domain wall fermions
(DWF) [31] with an extent of 12 in the fifth dimension.
By using β = 1.75 and Möbius parameters b+ c = 32/12
and b− c = 1 we ensure that this ensemble is equivalent
to our earlier dislocation-suppressing determinant ratio
(DSDR) ensemble [32], except that the latter has periodic
boundary conditions and mπ = 170 MeV. Input quark
masses of ml(= mu = md) = 0.0001 and ms = 0.045
are used. (If a dimensioned quantity is given without
units, lattice units are implied.) The inverse lattice spac-
ing, residual quark mass, pion mass, and single-pion en-
ergy are 1/a = 1.3784(68) GeV, mres = 0.001842(7),
Mπ = 143.1(2.0) MeV and Eπ = 274.6(1.4) MeV.
We analyzed 216 gauge configurations separated by

four units of molecular dynamics time, starting at 300
time units for equilibration. Seventy-five distinct dia-
grams were computed, of four types as shown in Fig. 1.
We compensated for this small number of configurations
by performing 64 measurements on each configuration,
introducing the kaon and pion sources on each of the
64 time planes. (The statistically more accurate, type
1 and 2 diagrams were computed only on every eighth
time plane.) The many propagator inversions needed
on each configuration were accelerated using low-mode
deflation with 900 Lanczos eigenvectors [33] with the
BAGEL fermion matrix package [34]. A complete set of
measurements required 20 hours on an IBM Blue Gene/Q
1
2 -rack [35], in balance with the 24 hours needed to gen-
erate four time units of gauge field evolution on this same
machine.
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FIG. 1. Examples of the four types of diagram contributing to
the ∆I = 1/2, K → ππ decay. Lines labeled ℓ or s represent
light or strange quarks. Unlabeled lines are light quarks.



2)	「ミューレプトンの異常磁気能率」	ハド
ロン寄与には磁場と相互作用するミュー粒子
が放出した光子がクォーク反クォークに分か
れ強い相互作用を行いまた再び対消滅し光子
になりミュー粒子に吸収されるというハドロ
ン真空偏極（Hadronic	Vacuum	Polarization;	
HVP)	 とミュー粒子から放出された３つの光
子がクォークに吸収され、磁場を表す光子と
併せてクォークが光子４体と相互作用するは
ドアン光光散乱	(Hadronic	Light	by	Light;	
HLbL)寄与がある	 (図 2)。これらの効果をそ
れぞれ上記の数値計算の工夫を用いることに
よって計算可能にした。	
	
	

	
図 2：ミューオンの異常磁気能率のハドロン
寄与。左	:ハドロン真空偏極	(HVP)	右	:	ハ
ドロン光光散乱（HLbL）	
	
	
HVP はミュー粒子とそれが出す二つの光子は
格子上には置かずに、クォークとグルーオン
の計算のみを格子計算で行い、その計算結果
結果を（連続時空・無限体積での）ミュー粒子
と光子の伝搬関数と併せて最終結果を得ると
いう方法を取った。それに対して	 HLbL に関
しては、量子色力学の登場粒子であるクォー
クとグルーオンだけでなく光子とミュー粒子
も格子状に置くことによって複雑で多様な形
状因子の必要な組み合わせを得るという計算
方法で行った。特に	光子とクォークの相互作
用が起こる時空点４つの内２つをある確率分
布で選び、その２点をクォーク伝搬関数の始
点とし残りの２点はクォーク伝搬関数の終点
とした。始点の確率分布は求めたい被積分関
数が効率よく求まるように、時空点が近距離
ではサンプル点が多くなり、遠距離に行くほ
どサンプル点が少なくなるような分布を工夫
した。この光子の相互作用点を確率的に設定
する方法（Point	Photon	method)により従来
の方法よりさらに２桁程度の計算量の削減を
行うことができている。	
	
４．研究成果	
	
1)「K→ππ崩壊とε'/ε」	に関しては最初
の結果を	 ”Standard-model	prediction	for	
direct	CP	violation	in	K	→	ππ	decay,”	
Phys.	 Rev.	 Lett.	 115,	 212001	 (2015),	
arXiv:1505.07863	 としてまとめた。ε'	 /	
εの理論値は	1.38	(5.15)(4.59)	10-4	で実
験値と２σ程度の一致である。まだ、統計誤
差が大きく、系統誤差（特に	励起状態の混入
除去、繰り込み、連続極限）のについてもこの

後改善していく予定であるが、長年の理論物
理への宿題への最初の解答となっている。	
	
2)「ミューレプトンの異常磁気能率」	ハドロ
ン寄与	
	
HLbL	に関しては、クォークがすべて連結した
ダイアグラムの部分と、２つの互いに非連結
なダイアグラムそれぞれに２つずつ光子が付
随しているダイアグラムに関しての計算が成
功した	(図 3)。	

図 3：本研究で計算に成功した	 HLbL	連結ク
ォークダイアグラム（左）と寄与が大きい非
連結ダイアグラム（右）	
	
これら二つのダイアグラムは	アップ、ダウン、
ストレンジクォークが同じ質量だった極限で
支配的となるダイアグラムであり、最終的な
答えの大きな部分を担うと考えられる。高次
の非連結ダイアグラム（図４）はクォークの
電荷がアップ、ダウン、ストレンジで	総和が
0 になるために抑制されると考えているが、
最終的には計算しなくてはならない。	

	
図 4：	HLbL 高次の非連結クォークダイアグラ
ムの例	
	
クォーク伝搬関数の始点（光子・クォークの
相互作用点）同士の距離が離れると、統計誤
差が増大してしまうが、この長距離部分は二
つの光子が	一つの	中性パイ中間子になりそ
れが伝搬しまた２つの光子になる寄与が支配
的であるため、中性パイ中間子に特化した計
算や解析を行い改善することを予定している。
質量ゼロで閉じ込めが起きていない光子が関
わるダイアグラムであるため、格子計算を有
限体積で行っていることによる有限体積効果
が大きい。これに対処するために光子・ミュ
ー粒子のみを無限体積の理論式に置き換えた
り、長距離を支配する中性パイ中間子の効果
を特別に扱うなどの手法を開発する必要があ
ると思われる。	
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We report a lattice QCD calculation of the hadronic light-by-light contribution to the muon
anomalous magnetic moment at physical pion mass. The calculation includes the connected dia-
grams and the leading, quark-line-disconnected diagrams. We incorporate algorithmic improvements
developed in our previous work. The calculation was performed on the 483 ⇥ 96 ensemble generated
with a physical-pion-mass and a 5.5 fm spatial extent by the RBC and UKQCD collaborations using
the chiral, domain wall fermion (DWF) formulation. We find aHLbL

µ = 5.35(1.35) ⇥ 10�10, where
the error is statistical only. The finite-volume and finite lattice-spacing errors could be quite large
and are the subject of on-going research. The omitted disconnected graphs, while expected to give
a correction of order 10%, also need to be computed.

I. INTRODUCTION

The lattice calculation of the hadronic light-by-light
contribution to the muon anomalous magnetic moment
is part of the on-going e↵ort to better understand the
approximately three standard deviation di↵erence be-
tween the extremely accurate BNL E821 experimental
result and the current theoretical calculation with sim-
ilar accuracy [1]. The muon anomalous magnetic mo-
ment is characterized by the small dimensionless num-
ber aµ = (gµ � 2)/2, the muon anomaly. Here the
g-factor gµ determines the magnetic moment of muon,
~µ = ~sgµe/2mµ where ~s is the spin angular momentum of
the muon. The muon anomaly can be determined from
the form factor F2 which appears in the matrix element
of the electromagnetic current:

⌦
µ(~p 0)|J⌫(0)|µ(~p)

↵
(1)

= �eū(~p 0)

✓
F1(q

2)�⌫ + i
F2(q2)

4m
[�⌫ , �⇢]q⇢

◆
u(~p),

where aµ = F2(0). Here J⌫(0) is the electromagnetic cur-
rent, |µ(~p)i and |µ(~p 0)i the initial and final muon states,
q = p

0 � p, and Euclidean-space conventions are used.
A particle’s anomalous magnetic moment results from

its extended spatial structure. For an elementary Dirac
particle, such as an electron, muon or tau lepton, with
only electroweak interactions, such structure will arise
from the electroweak interactions themselves. These ef-
fects can be computed with high precision using per-
turbation theory, with the leading term being the well
known result of Schwinger: a = ↵/2⇡ [2] where ↵ is the
fine structure constant. However, new, high-energy phe-
nomena that appear at an energy scale ⇤ can introduce
additional structure, leading to new contributions to al

that are suppressed by the ratio (ml/⇤)2 where l = e, µ

or ⌧ and ml is the mass of the corresponding lepton. The
muon anomaly may be the best place to search for such
phenomena since aµ can be more accurately measured
than a⌧ while mµ is 207 times larger than me.
The current result of the BNL experiment E821 is

a
exp

µ = 11659208.0(6.3)⇥10�10 [3]. More accurate exper-
iments are planned at Fermilab (E989) [4] and J-PARC
(E34) [5], which aim to reduce the error by a factor of
four. Theoretically, the contributions to gµ � 2 can be
divided into four categories. The first is the QED contri-
bution, which is the largest [6]. The second is the elec-
troweak correction, which is small but not negligible [7].
Both the QED and electroweak contribution can be com-
puted with perturbation theory and the uncertainties are
very small.

q = p′ − p, ν

p p′

q = p′ − p, ν

p p′

Figure 1. Left: the hadronic vacuum polarization (HVP) di-
agram. Right: the hadronic light-by-light (HLbL) diagram.
The muon and photon lines are shown explicitly while the
quark loops and exchanged gluons of QCD are represented
by the shaded circles.

The third and fourth contributions enter at second and
third order in ↵ and involve virtual quark loops, introduc-
ing the non-perturbative challenges of QCD. The third
is the hadronic vacuum polarization (HVP) contribution
which enters at order ↵2 and corresponds to the left dia-
gram in Fig. 1. The fourth is the hadronic light by light
(HLbL) contribution, corresponds to the right diagram
in Fig. 1 and enters at order ↵3.
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The HVP contribution is the largest hadronic contri-
bution and can be computed from a dispersion relation
and experimental e+e� annihilation data. This is a well-
developed method with a fractional-percent error. The
leading-order HVP contribution is 692.3(4.2)⇥ 10�10 [8]
or 694.9(4.3) ⇥ 10�10 [9]. This dispersive approach is
an active research area and results with reduced errors
should be expected [10]. The HVP contribution can also
be calculated with lattice QCD. With recently developed
methods and increased computational power, similar or
even higher precision results may be possible [11–15].
In contrast, the HLbL contribution is at present only
estimated by model calculations which give a result of
10.5(2.6) ⇥ 10�10 [16, 17] or 11.6(3.9) ⇥ 10�10 [1]. This
method is di�cult to improve further although it is pos-
sible to compare the model result for hadronic light-by-
light scattering with a lattice result for this scattering
amplitude [18]. A dispersion relation analysis of the
HLbL contribution is not available although work is un-
derway in this direction [19–24].

Combining these results gives the standard model pre-
diction a

sm

µ = 11659184.0(5.9)⇥10�10 which di↵ers from
the experimental value above by a

exp

µ �a
sm

µ = 24.0(6.9)⇥
10�10, about twice the estimate for the HLbL contribu-
tion. Thus, a systematically improvable, lattice determi-
nation of the HLbL contribution is needed to resolve or
firmly establish the discrepancy.

The complete set of HLbL diagrams include the con-
nected diagrams in Fig. 2 and the disconnected diagrams
in Fig. 3, 4, and 5. Only quark loops that are directly
connected to photons are drawn in the figures. This is be-
cause only these quark propagators need to be explicitly
calculated on the lattice. The e↵ects of gluons and other
quark loops are included automatically through the eval-
uation of these explicit quark propagators and the use
of an unquenched gauge ensemble. Although there are
many di↵erent types of disconnected diagrams, only one
type, shown in Fig. 3, survives in the SU(3) limit. The
other diagrams, shown in Figs. 4 and 5, vanish in SU(3)
limit because they contain quark loops that couple only
to one photon and the sum of the charges of the u, d, s
quarks is zero. Also, because the strange quark carries
only 1/3 of the electron charge, diagrams that are sup-
pressed by the di↵erence between the strange and light
quark masses are suppressed by their charge factors too.

xsrc xsnky′,σ′ z′,κ′ x′, ρ′

xop, ν

z,κ
y,σ x, ρ

xsrc xsnky′,σ′ x′, ρ′ z′,κ′

xop, ν

z,κ
y,σ x, ρ

Figure 2. Connected hadronic light-by-light diagrams. There
are four additional diagrams resulting from further permuta-
tions of the photon vertices on the muon line.

xsrc xsnkz′,κ′ y′,σ′ x′, ρ′

xop, ν

z,κ y,σ x, ρ

Figure 3. Leading-order disconnected diagram which is non-
zero in SU(3) limit. There are additional diagrams which can
be obtained from permutation of the photon vertices on the
muon line.
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xop, ν

z,κy,σ x, ρ

xsrc xsnky′,σ′ z′,κ′ x′, ρ′
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Figure 4. Disconnected diagrams of orderms�ml. There are
additional diagrams which can be obtained from permutation
of the photon vertices on the muon line.
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y′,σ′ x′, ρ′
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z,κ y,σ x, ρ

Figure 5. Disconnected diagrams of order (ms � ml)
2 and

higher. There are additional diagrams which can be obtained
from permutation of the photon vertices on the muon line.

The first attempt using lattice QCD to compute the
connected contribution to HLbL was made by Blum,
Chowdhury, Hayakawa, and Izubuchi [25], which demon-
strated the possibility of performing such calculation.
A series of improvements in methodology were made
in Ref. [26], eliminating two sources of systematic ef-
fects arising from the use of larger-than-physical electric
charge and non-zero momentum transfer. The methods
presented in Ref. [26] also lead to a substantial reduction
in the statistical noise making a direct lattice calcula-
tion with a physical pion mass possible. Here, we report
the result of the first connected HLbL lattice calculation
with physical pion mass. In addition to the connected
HLbL calculation, we extended the methods of Ref. [26]
and compute the leading disconnected diagrams shown
in Fig. 3 using the same set of configurations. This is the
first disconnected HLbL calculation and the result sug-
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図５：HLbL	の計算結果、連結ダイアグラム（上）
主要な非連結ダイアグラム（下）クォーク伝
搬関数の始点間の距離が横軸、ヒストグラム
の面積が	g-2	への寄与となる。	
	
	
HVP に 関 し て は 、 AMA	 と 	 Low	 Mode	
Averaging(LMA)を多段階で使うことによって
目的とする	1%	の誤差をほぼ達成できた。	

	
図６：HVP	アップ、ダウン、ストレンジクォ
ークの連結ダイアグラムの寄与。横軸は電磁
カレント間の距離。面積が	g-2	となる。紫色
で電子・陽電子衝突によるハドロン生成（R比）
からの結果を重ねてある。	
	
	
	
図６はHVP	寄与の内一番大きな寄与をもたら
すアップ、ダウン、ストレンジクォークの連
結ダイアグラムの計算結果である。横軸は電
磁カレント間の距離で面積が	g-2	となる。紫
色で電子・陽電子衝突によるハドロン生成（R
比）からの結果を重ねてあるが、長距離では
格子計算の結果の誤差が大きく、中距離（0.5-
1.5	 fm）では格子計算の精度の方が高いこと
がわかる。	
	

	
	
	

この計算はクォークの非連結ダイアグラム、
ストレンジクォーク・チャームクォークまで
も取り入れて、さらにクォークが光子を放出・
吸収する効果、アップ・ダウンクォークの質
量差（アイソスピン対称性の破れの２つの効
果）までも取り入れた計算である	
	
	
純格子計算ではまだ	フェルミ研究所で現在
進行中の0.14ppm	の精度のために必要となる	
HVP 寄与の相対誤差 0.2%	 程度には届かない
ため、今後統計誤差・系統誤差のさらなる縮
減に勤める。HLbL	と同じように長距離部分で
の誤差が大きいため、長距離部分を支配する
エネルギー状態（２体パイオンの状態）を	一
般化固有値問題(Generalized	 Eigen	 Vlue	
Problem	;	GEVP)	などの手法を用いて研究す
ることを予定している。また、現時点での	最
も精度良い	HVPの値として格子計算の中距離
部分と	電子・陽電子衝突でのハドロン生成断
面積	(R 比）の長距離・短距離部分をうまく合
わせることによって、最も精度の良い	HVP 寄
与を計算した	 （図 6	真ん中の黄色の点）。	
	
	

	
図 6：HVP の現時点での計算結果の比較。上の
緑の５つの結果が格子計算、下の４つの紫の
値が	電子・陽電子衝突実験(R比)からの結果
である。一番下の黒い点が	BNL の異常磁気能
率	 (g-2)実験から既知の物理法則のみがあっ
たとした場合に示唆される値。	
	
	
近い将来には R 比に頼らない純粋な格子計算
のみで目的とする	 0.2%程度の精度の計算を
成功させることを目標としている。	
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where the errors shown are statistical only. These results
are obtained from a single gauge ensemble with an inverse
lattice spacing of a

�1 = 1.730(4) and a spatial size of
L = 5.476(12) fm.

Because the integration over r is performed as the last
step when evaluating Eqs. (2) and (7) by summing over
the stochastically-sampled point-pairs, we can study the
contribution to F2 as a function of r as shown in Fig. 6.
From the left plot we can see that most of the connected-
diagram contribution comes from a separation of |r| 6 10
in lattice units, while for the disconnected diagrams, the
signal vanishes more slowly and its large-r behavior is
obscured by the noise. The smaller, large-r contribution
seen for the connected diagrams comes partly from our
use of the weight factor Z in Eq. (2) to shift the contri-
bution toward the short-distance region, a strategy not
possible in the disconnected case.
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Figure 6. Histograms of the contribution to F2 from di↵erent
separations |r|. The ith bin includes contribution from region
where i�1 < |r| 6 i. The sum of all bins gives the final result
for F2. Left: the cHLbL contribution where r = x�y. Right:
the dHLbL contribution where r = z � y.

The disconnected-diagram contribution is quite large
and negative, which may be partly explained by the size
of the ⇡

0-pole contriubtions to the disconnected parts of
the amplitude [34, 35].

V. CONCLUSION

We have presented the first lattice calculation of the
connected, hadronic light-by-light contribution to the
muon anomalous magnetic moment at physical pion mass
and the first lattice calculation of the leading discon-
nected hadronic light-by-light contribution, also at phys-
ical pion mass. We find that the disconnected diagrams
contribute negatively and cancel approximately half of
the connected contribution. While the combined result
is much smaller than that of most model calculations,
we expect large finite-volume and finite-lattice-spacing

corrections, both of which were found to increase the
result in our previous calculations using smaller lattice
volumes [26]. Consequently, our lattice QCD result for
the hadronic light-by-light scattering contribution to aµ

reported in Eq. (12) should not be viewed as inconsistent
with the result of model calculations. However, this lat-
tice result is completely independent from those model
calculations, with unrelated systematic errors. There-
fore the calculation reported here makes it even more
unlikely that the present discrepancy between the exper-
imental result for aµ and the prediction of the standard
model might be completely explained by an error in the
estimate of the hadronic light-by-light scattering contri-
bution.

Since the largest finite-volume errors are expected to
arise from the QED part of the calculation, they may be
reduced by performing only the QED part of the calcula-
tion in a larger or possibly infinite volume [36–38]. This
is an extension of the calculation reported here which
should be practical with current computational resources.
The finite-lattice-spacing errors can be removed by per-
forming the same calculation on a 643⇥128 lattice with a
smaller lattice spacing [29], which can then be combined
with the present calculation to extrapolate to vanishing
lattice spacing, a calculation that is now underway.
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