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研究成果の概要（和文）：量子絡み合いは、２つ部分系の状態間に現れる量子系固有の相関である。２つの系の
状態間に量子絡み合いがなくとも、その系の間に相互作用があれば動力学的時間発展によって量子絡み合いが形
成される。量子絡み合いはSchmidt分解で表され、Schmidt固有値で絡み合いの性質が示される。そこで、まず、
ランダム行列の最大Schmidt固有値に注目し、その分布関数を解析的に導出した。それを基準とするランダム性
の指標を導入し、動力学的に形成された量子絡み合いの統計分布から、量子絡み合いを形成する動力学が、十分
に発達したカオスであるのか、弱いカオスのであるか、または可積分であるのか判定可能であることを示した。

研究成果の概要（英文）：Quantum entanglement is a correlation peculiar to quantum systems composed 
of two subsystems. Even if there is no quantum entanglement between the states of the subsystems, 
quantum entanglement could be formed by dynamical evolution while interacting between the two 
subsystems. Quantum entanglement and its properties are respectively expressed mathematically by the
 Schmidt decomposition and Schmidt eigenvalues. So, first of all, we focused on the largest Schmidt 
eigenvalue of random matrix and derived its statistical distribution function analytically. By 
introducing an indicator of randomness with respect to the distribution function, we showed that it 
is possible to judge from the statistical distribution of dynamically formed quantum entanglement 
whether the underlying dynamics forming quantum entanglement is sufficiently developed chaos, weak 
chaos or integrable.

研究分野： 複雑系科学
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１．研究開始当初の背景 
（１）量子絡み合いは、２つの部分系の状態
間に見られる量子系固有の相関である。 
数学的には、量子絡み合いの存在は全系の

量子状態ベクトルの Schmidt 分解で示され
る。全系を２つの部分系に分割し、それぞれ
の Hilbert 状態空間を考える。２つの状態空
間それぞれに正規直交基底{|i>1|i=1,2,…}と
{|j>2|j=1,2,…}を構成する。これらの正規直
交基底を使うと、全系の量子状態|Φ(t)>12は、 

 
 
 

と複素展開係数 Aij(t)を使って２重和で展開
することができる。さらに正規直交基底を毎
時刻に取り直せば、全系の状態|Φ(t)>12は、 

 
 
 

と常に１重和で展開することができる。こ
れが Schmidt 分解である。ここで、 
{|  >1|i=1, 2, …}と{|  >2|j=1, 2, …}は各
時刻に取り直された正規直交基底である。
Schmidt 分解による展開係数の２乗根 xi(t)
は Schmidt 固有値と呼ばれる。 
量子状態の Schmidt 固有値{xi }は量子絡み

合いの特徴を表わす。例えば、正の Schmidt
固有値が 1 つしかない場合、 

x1=1, xi=0 (i≧2) 
は絡み合い合いのない状態であり、正の
Schmidt 固有値が２つ以上ある場合、 

x1≠0, xi≠0 (∃i≧2) 
は絡み合い状態であることを示している。 
（２）部分系の状態間に量子絡み合いがな
くとも、部分系間に相互作用があると部分
系の動力学によって量子絡み合いが形成さ
れる。 
そのことは、動的に形成された量子絡み

合いとそれを形成する動力学とにはどのよ
うな関係があるのだろうか？という問いを
生み出す。 
（３）われわれは、先行研究[1][2]で、十分
に発達したカオス動力学を持つ部分系では、
動的に形成された量子絡み合い状態の
Schmidt 固有値の一体分布が固定跡複素ラ
ンダム行列の Schmidt 固有値の一体分布
関数と一致することを示した。なお、ここ
で考えている量子状態の統計性は、一つの
状態を時間発展させ一定時間間隔ごとにサ
ンプリングすることによって得られる量子
状態の統計標本に見られるものである。 
われわれの結果は、部分系の動力学が強

いカオスの場合には量子絡み合いがランダ
ム性という統計的普遍性を獲得することを
示しており、動的に形成された量子絡み合
いとそれを形成する動力学との一つの対応
関係を見つけたことになる。 
[1] H. Kubotani, S. Adachi and M. Toda, Phys. 
Rev. Lett. 100 (200) 240501. 
[2] S. Adachi, M. Toda and H. Kubotani, Annals 

of Physics 324 (2009) 2278-2358. 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、われわれの先行研究[1][2]

を進め、部分系の動力学が強いカオス以外の
場合、つまり、弱いカオス系や可積分系など
でも、動力学的に形成された量子絡み合いの
統計的性質に普遍性が現われるかどうか、現
れるとしたらどのような普遍性かを明らか
にすることにある。 
 
３．研究の方法 
われわれの更に詳細な解析によれば[3]、

強いカオス動力学によって形成された量子
絡み合い状態を固定跡複素ランダム行列と
比較すると、Schmidt 固有値の一体分布が
Soft edge（固有値の大きい側の端）におい
てわずかながらずれている。この結果は、
系の動力学のカオス性が強まるに従い
Schmidt 固有値がランダム性という普遍的
な統計性を獲得していくものの、最大
Schmidt 固有値には量子動力学に由来する
痕跡を残している可能性を示唆している。 
そうだとすれば、十分に強いカオス性を

有する部分系に対しても、ランダム行列か
らのずれとの比較には、全 Schmidt 固有値
のなす一体分布より最大Schmidt固有値の
統計分布に注目するのが直接的である。 
以上を踏まえ研究の方法を以下のように

する。まず、最大 Schmidt 固有値のランダ
ム行列理論を構築する。次に、動力学によ
って形成された量子絡み合い状態とランダ
ム行列との比較を、最大 Schmidt 固有値を
使って行う。 
[3] H. Kubotani, S. Adachi and M. Toda, Phys. 
Rev. E87 (2013), 062921. 
 
４．研究成果 
（１）最初に、固定跡複素ランダム行列の
Schmidt固有値のうち最大のものに注目し、
その分布関数の解析を行った。その結果、
固定跡複素ランダム行列の最大 Schmidt
固有値の分布関数は多変数超幾何関数によ
って厳密に表現されることを示した[4]。 
（２）次に、量子絡み合いを形成する力学
モデルを導入し、数値シミュレーションを
行なった。“キックされるコマ”(kicked top)
と呼ばれるよく知られたモデルを部分系と
し、２つのキックコマを結合したものを全
系とした。3,200 万ステップ（１ステップ
はキックの時間間隔）の時間発展をシミュ
レーションした。 
このシミュレーションによって、絡み合

った量子状態のサンプルがおよそ 3,200 万
個得られる。これを量子状態の統計標本と
して、最大 Schmidt 固有値の統計解析を行
った。 
図１は、部分系の Hilbert 空間の大きさ n

が、２つの部分系で等しく 97 である場合の
最大 Schmidt 固有値の統計分布である。２つ
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の部分系ともに動力学は強いカオスである。
比較のため、（１）で得られた正方固定跡複
素ランダム行列(n=97)の最大 Schmidt 固有
値の分布関数も描いている。部分系間の結合
係数を大きくしていくと、最大 Schmidt 固有
値の分布が固定跡複素ランダム行列の分布
関数に近づいていく。部分系間の結合が強く
なると、全系の動力学がカオス的なものにな
り、量子絡み合い状態にランダム性が現われ
ることを示している。 

 
われわれは、固定跡複素ランダム行列の最

大 Schmidt 固有値の分布関数を厳密に得て
いるので、期待値も厳密に評価可能である。
その最大 Schmidt 固有値の期待値をμRM と
する。また、結合系において動的に形成され
た量子絡み合い状態の最大 Schmidt 固有値
の平均値をμQM とする。最大 Schmidt 固有
値に現れるランダム性の指標として、 

 
 
 

を導入する。図２は、２つの部分系の動力学

がともに強いカオスの場合に、ランダム性の
指標Δμが部分系間の結合係数にいかに依
存するかを示したものである。部分系の
Hilbert 空間の大きさ n によらず、部分系間
の結合が強くなり全系の量子カオス性が強
くなるに従い量子絡み合い状態がランダム
性を獲得していることが読み取れる。 
以上の比較を系統的に行い、結果を論文[4]

としてまとめ投稿準備中である。 
[4] S. Adachi, H. Kubotani and M. Toda, 投稿準
備中. 
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図 1 強いカオス系(n=97)の結合系において動的
に形成された量子絡み合いの最大 Schmidt 固有値
の統計分布と正方固定跡複素ランダム行列
(n=97)の最大 Schmidt 固有値の分布関数。部分系
間の結合係数 c を６段階変化させている。 
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図 2 強いカオス系の結合系の量子絡み合い状態
の最大 Schmidt 固有値の平均値μQM とランダ
ム行列の最大 Schmidt 固有値の期待値�μRM の
差を無次元化した量Δμに対する結合係数 c 依
存性 
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