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研究成果の概要（和文）：解析力学の手法を用いて非球形気泡と固体粒子の相互作用を考慮した力学方程式系を
導出した．気泡界面を球面調和関数により展開することで，球面調和関数の各モードに対応した力学方程式が得
られた．気泡間（気泡－固体粒子間）分離距離の逆数の5次の項までを考慮することで気泡と固体粒子の相互作
用を評価することが可能となった．
得られた方程式系は，気泡と固体粒子の並進運動，気泡の体積振動，形状振動を定性的に評価することができ
る．

研究成果の概要（英文）：Dynamical equations for non-spherical bubbles and rigid spheres ware derived
 by the framework of Lagrangian formalism. The derived equations can treat observed behavior of 
bubbles such as bulk oscillation, shape oscillation, and translation including mutual interaction 
between the bubbles and the particles. 

研究分野： 流体工学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
今日の医療分野において，超音波を利用し

た結石破砕は一般的な技術と言ってよいほ
ど広く普及している．その一方で結石破砕に
伴うキャビテーション気泡の崩壊による人
体組織の損傷が問題となっている．また，最
近では High-Intensity Focused Ultrasound 
(HIFU) と呼ばれる収束超音波による腫瘍の
非切開治療法が米国を中心として盛んに研
究されている．HIFU は超音波を収束させる
ことでその焦点近傍の温度を著しく上昇さ
せ，それによりがん組織のみを局所的に破壊
する．HIFU は従来の外科的治療や薬物・放
射線による治療と比較して，患者の負担が小
さく，繰り返し治療が行えるなどの利点があ
る．しかし，過去の研究により，焦点の後方
に強いキャビテーションが発生することが
知られており，これによる組織の損傷と患者
が受ける苦痛が問題となっている．HIFU や
超音波による結石の破砕において気泡から
放出される高速の噴流が組織の破壊に本質
的な役割を果たすこと，噴流は気泡同士ある
いは気泡と壁面，固体粒子との相互作用によ
る変形によって引き起こされることなどが
最近のハイスピードカメラを利用した観察
によって示されている．また，このような気
泡の激しい振動をともなう固気液混相流は，
ポンプなどのより一般的な流体機械の開発
においても重要な問題である． 
これらの装置や技術の開発・設計で重要な

ことは，気泡を単なる球体として扱うのでは
なく，振動・変形・崩壊といった動的な性質
を考慮すること，単一の気泡の運動ではなく
固体粒子も含めて相互作用する気泡・粒子群
として取り扱うことが気泡運動の予測に対
して本質的な役割を果たすという点にある．
人体における気泡崩壊の問題では，血管壁や
組織壁との相互作用を考慮することが特に
重要となる．このような気泡の運動の解析に
は数値シミュレーションが利用されるが，流
体力学の基礎方程式系の直接シミュレーシ
ョンによって数千から数万個の気泡からな
る系の運動を解くことは事実上不可能であ
る．そのため気泡および固体粒子の非線形相
互作用と気泡の変形を高精度に記述するこ
とが可能なモデル方程式の導出が強く望ま
れている． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，ラグランジュ形式による

一般性の高い表現を用いることで複数の気
泡と固体粒子の力学方程式系に対する数式
処理システムの高度な利用を可能とし，非線
形相互作用を考慮した力学方程式を導出す
ること，ならびにその力学方程式の導出と気
泡運動の解析を自動化するツールを開発す
ることである． 
 本研究により得られた方程式ならびに計
算コードは，超音波による治療や画像診断の
みではなく，キャビテーション気泡の崩壊に

かかわる多くの現象（たとえば，キャビテー
ションによるスクリュー表面のエロージョ
ンなど）にも広く応用可能であり，医療以外
にも固気液混相流を形成する多くの機器・産
業に対して貢献することが期待される．とく
に数式処理システムによる支配方程式の導
出過程と数値計算コード生成の自動化は，気
泡クラスタの特性の解析を容易にし，様々な
技術開発を加速させることが期待される． 
 
３．研究の方法 
本研究では， 

(1) 従来の方法では扱えないような大規模
な気泡・固体粒子群の解析を可能とすること， 
(2) 平均化されたモデル方程式による計算
に比較して高精度な解析を行うこと， 
を目的とした固気液混相流の解析手法を開
発する．ラグランジュ方程式によって記述さ
れる力学系は方程式の表現の一般性が高く，
Mathematica に代表される代数的な数式処
理システムの利用に適している．本研究では，
初年度に数式処理システムを用いた気泡群
の運動を支配する力学方程式系の導出とそ
の過程を自動化するシステムの構築を行う．
次年度以降は，導出された方程式から数値シ
ミュレーションコードを生成し，多数の気泡
と固体粒子からなる気泡クラスタの運動の
解析を行い，相互作用する気泡群の運動とそ
の崩壊に伴う高速噴流形成のメカニズムを
解明する． 
 ここでは解析力学（ラグランジュ力学）に
基づいた定式化により，キャビテーション気
泡と固体粒子の運動を記述する方程式の導
出を行う．非圧縮性流体の運動を考えるとき，
気泡の周囲の液体が無限遠方で静止してい
ると仮定すると，このとき，力学系の持つ全
運動エネルギーは気泡および固体粒子表面
における速度ポテンシャルの積分によって
与えられる．また，本研究で得られるモデル
方程式はラグランジュ関数から導かれるた
め，自動的にエネルギー保存則を満足する．
この特徴は，後に実施する数値シミュレーシ
ョンにおいて計算の安定性と高速化に関し
て有利に働く．本研究では気泡の変形を考慮
するために，速度ポテンシャルを球面調和関
数によって展開する．この多重極展開におい
て単極は気泡の球対称な振動を，2 重極は気
泡の並進運動を担っている．さらに高次の極
は表面の変形に寄与する．球面調和関数の対
称性を考慮すると，気泡の崩壊にともなう噴
流の形成を表現するためには少なくとも 8 
重極までの展開が必要となる．上述の速度ポ
テンシャルに関する積分において気泡間の
非線形相互作用を考慮するために，Hobsonz 
によるルジャンドル関数の展開公式を用い
て，気泡 i 周辺における別の気泡 j による
影響を評価する．過去の研究により，気泡同
士の力学的相互作用は，気泡間分離距離の逆
数に関して2次までの展開により表現可能で
あるが，気泡と固体粒子間の相互作用の評価



には，気泡－粒子間距離の逆数に関して少な
くとも 5次までの項を扱う必要がある．粘性
による散逸は，ラグランジュ方程式に散逸関
数を導入することで考慮することができる． 
これまでの過程は純粋に数学的な操作によ
って達成されるが，実際の計算では最低次の
非線形相互作用を考慮する場合でも，単極，
2 重極，4 重極，8 重極に対する方程式につ
いて数十項の非線形項からなるポテンシャ
ル式の積分を求める必要がある．より高次の
非線形項まで考慮した場合，数百もの非線形
項を処理することとなる．手計算でこれらの
積分を求めることは非常に困難であるため，
本助成により導入する数式処理ソフトウェ
アを利用して一連の数学的な操作を自動化
する．計算ミスを避けるという点からもこの
ような数式処理ソフトウェアの利用は有効
である． 
 
４．研究成果 
 本研究では，解析力学の手法を用いて気泡
‐固体粒子間相互作用を考慮した気泡の振
動・変形・並進運動を記述する力学方程式を
導出し，それを数値的に解くことによりキャ
ビテーション気泡と固体粒子の詳細なふる
まいの解析を行った．本研究により得られた
結果は以下のとおりである． 
 
(1) 球面調和関数による非球形気泡の展開

とラグランジュ力学に基づく定式化に
よって，非線形相互作用を考慮した気
泡と固体粒子の 3 次元的なふるまいを
記述する力学方程式が得られた．従来
の気泡同士の力学的相互作用の評価に
は気泡間分離距離の逆数の 2 次の項ま
でが最小限要求されるが，気泡と固体
粒子間の相互作用の評価が気泡－固体
粒子間距離について 5 次までの展開を
行うことで実現された． 

 
(2) 得られた方程式系は，気泡と固体粒子

の並進運動，気泡の体積振動や変形・
高速噴流の形成といったキャビテーシ
ョン気泡の崩壊にともなう特徴的な現
象を記述可能である． 

(3) 本方程式系は，気泡と固体粒子の運動
をラグランジュ的に扱っているため，
コンピュータによる数値解析において
要求するリソースが境界要素法等に代
表される解法と比較して極めて少ない
という特徴がある．例えば，3 つの気
泡からなる系を最低次(n _ 3) までの
球面調和関数で展開したとすると，全
部で 48 本の 2 階の非線形常微分方程
式を解く必要がある．それぞれの微分
方程式は数百項からなる相互作用を表
す項を含んでいるため純粋な数学的解
析を行うことは現実的ではない．一方
で，このような比較的規模の大きな方
程式系であっても現在の一般的な性能

のコンピュータを用いた計算で CPU 時
間にして１秒未満の計算時間で結果が
得られる． 

 
 以上の結果から，数十個程度の規模の気泡
と固体粒子が混在する系の解析であれば本
研究の手法を用いて個々の気泡と粒子のふ
るまいを評価することが実用的な計算規模
で十分に可能であると考えられる．また，気
泡間距離について適当なカットオフを導入
することでさらに大規模な気泡群の力学挙
動解析も可能となることが示唆される． 
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