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研究成果の概要（和文）：平衡状態にある系においては界面張力の概念は確立しており、それを基盤として現象
を変分問題として数学的に定式化できる。しかしながら、界面張力に空間的な勾配や空間的な不均一がある系に
関しては、まだ確定的な知見がない。そのため、界面張力が異方的な液滴系、基板との接触面と自由表面とで界
面張力が異なるような楔形基板に挟まれた液滴、表面で界面活性剤が移動することにより変形する界面、などに
ついて、モデルを構築しその数理的解析や数値計算をすることにより研究を進めた。

研究成果の概要（英文）：In equilibrium systems, the concept of interfacial tension has already been 
established, and many phenomena can be mathematically formulated based on variational principle 
considering it. In nonequilibrium systems, such as those with nonuniform interfacial tension, 
however, we have not yet constructed definite formulation. In order to approach it, we studied on 
several systems such as a liquid droplet with anisotropic interfacial tension, a droplet in contact 
with the wedge-shaped substrate, interface deformed by the convection induced by surfactants on the 
surface.

研究分野： 非線形物理学
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１．研究開始当初の背景 
 界面張力（表面張力）の概念は、18 世紀
にはすでに知られており、Laplace、Young ら
により、界面（表面）をできるだけ小さくす
る性質であるということが見出された。de 
Gennes らは、著書「表面張力の物理学」（原
題："Capillarity and Wetting Phenomena: Drops, 
Bubbles, Pearls, Waves"）の中で表面張力に関
連するさまざまな物理現象を紹介し、その定
式化を行っている。界面張力を「界面がある
ために余分に得られる単位面積あたりの自
由エネルギー」と考え、系全体の自由エネル
ギーを、界面上で界面張力を積分したものと
定義することにより、変分問題として数学的
に定式化できる。このような定式化により、
接触点での界面形状を決める Laplace-Young
の式は 3 枚の界面が接触した点における変分
問題の極小解として捉えることができ、
Laplace 圧は、変分問題に体積保存が拘束条件
として加わった時の Lagrange の未定定数に
相当するものとして捉えることができる。こ
のように一様な界面張力がある場合の界面
形状に関する議論はすでに確立されている
が、界面張力が局所的に異なるような場合に
ついての取り扱いはまだ確立されていない。
しかし、そのような状況は、現実の現象によ
く現れるのでその定式化は重要である。 
 一方で、界面形状の問題は数学、特に微分
幾何学の分野でも古くから扱われており、界
面エネルギーが一定の場合には、全エネルギ
ーが極小になる自己交差しない閉曲面は球
面しかないことが証明されている。また、閉
曲面でない場合は、いくつかの曲面の種類に
場合分けされている。一方、界面エネルギー
が界面の法線方向の向きによってエネルギ
ーが異なる場合のエネルギー極小曲面が議
論される。このような場合、界面エネルギー
の和が最小になる閉曲面はもはや球ではな
くなる。このような閉曲面で自己交差しない
ものは Wulff 図形と呼ばれる。また、一般的
に界面エネルギーの和が最小になる曲面は
非等方的平均曲率一定曲面と呼ばれ、Wulff
図形と関連付けて議論することができるこ
とが知られている。2010 年には、分担者であ
る小磯らにより、「非等方的表面エネルギー
の臨界点で種数 0 の閉曲面は Wulff 図形に限
る」ことが証明されている。このような Wulff
図形の概念は、結晶の平衡系などにおいては
物理学に導入されているが、気液あるいは液
液界面の形状を考える際に、Wulff 図形の考
え方を用いた議論はこれまでされていなか
った。 
 代表者である北畑は平成 21 年度～24 年度
まで JST さきがけ「数学と諸分野の協働によ
るブレークスルーの探索」の助成を受けて
「非平衡系における界面張力の数理物理学」
のテーマのもと研究を進めてきた。研究分担
者である小磯も同じさきがけプロジェクト
に参画し、「幾何学的変分問題の解の大域解
析とその応用」というテーマで平成 20 年度

～23 年度まで研究を進めてきた。北畑は物理
学の出身であり、主に非平衡条件下で、自発
的に運動する粒子や液滴について、実験と数
理モデリングを基礎とした研究を行ってき
た。特に界面張力を自発的に変えながら運動
する液滴の数理モデルの解析などを行った。
一方、小磯は数学の出身であり、変分問題を
用いた極小曲面に関する研究を微分幾何学
の立場から行ってきた。そのため、JST さき
がけのプロジェクト以前は知り合う機会は
なかったが、JST さきがけの会議の際に顔を
合わせて以来、議論を重ねてきた。その中で、
物理学で扱っている界面張力の考え方は、微
分幾何学と非常に相性がよく、数学の立場か
ら見直すことにより、数学としての新たな問
題提起につながる可能性があることに気付
いた。さらに、得られた知見を応用すること
により、界面張力の測定技術の向上や非平衡
の界面張力の物理的考察を新たな段階にス
テップアップさせることが期待される状況
にあった。 
 
２．研究の目的 
 上述したように、平衡系においては、微分
幾何学に基づいた変分問題と物理学におけ
る界面張力の考え方に基づいた界面の形状
の議論は矛盾しない。ところが、系を非平衡
状態にまで拡張した際、界面張力が位置によ
る場合の界面形状は物理的には流体力学を
考慮しながら議論する必要がある。それに対
して、微分幾何学では、確立された Wulff 図
形という概念がある。ただし、この場合、流
れの効果は考えていないので、両者の結果は
一致しない。そこで、物理学と微分幾何学の
両面からアプローチすることにより、新たな
知見が得られると考えられる。 
 また、微分幾何学の問題として、位置によ
って変化する体積あたりのエネルギーを導
入した問題がある。これは、実際の系では、
空気中で液滴を作った時に重力の影響を受
けて球形から変形する場合に相当する。この
形状を解析することにより、界面張力を測定
する方法は懸滴法として知られているが、微
分幾何学による知見を用い、かつ、画像解析
のアルゴリズムを工夫することにより、より
界面張力測定の精度を上げることができる
と期待される。 
 そこで、数学と物理学の両面から、界面張
力に関係する現象の記述を行い、特に界面張
力が位置や向きによって異なるような非平
衡状態にある系における界面張力の概念を
普遍的に理解することを目的とした。 
 
３．研究の方法 
 本研究の中では、界面張力に空間的な勾配
がある系に関して、具体的な系の物理学的数
学的な記述を行う中で、普遍的な理解を得る
ことを目指した。そのため、界面張力が異方
的な液滴系、基板との接触面と自由表面とで
界面張力が異なる楔形基板に挟まれた液滴、



表面で界面活性剤が移動することにより変
形する界面、などについて、モデルを構築し
その数理的解析や数値計算をすることによ
り研究を進めた。 
 
４．研究成果 
 上述したように、本研究においては、空間
的に勾配がある系や、位置・方向によって界
面張力が異なる系について、具体的な系につ
いてのモデリング、数値計算を通して研究を
進めてきた。以下にそれぞれの課題に関して
述べる。 
 
(1)界面張力勾配のある非圧縮性の液滴 
 本研究の開始以前に、界面張力勾配のある
非圧縮液体の例として Belousov- Zhabotinsky
反応の液滴系の研究を進めていた。この系に
おいて、自発的に化学波が発生することで界
面に界面張力勾配ができ、運動するは既に報
告していた。そこで、その発展として、本年
度は、理論的に予測されている液滴内部での
マランゴニ対流を可視化し、液滴の運動の向
きの変化とともにその対流の向きが変わる
ことを見出し、報告した。これは、理論モデ
ルにより予想されるものと定性的に一致し
ていた。さらに、理論的に、マランゴニ対流
のために起こるエネルギー散逸が、界面での
ストレスにより得られる仕事とバランスす
ることも導いた。（５項の[雑誌論文] 15） 
 
(2)界面張力差により自発的に運動する液滴
の数理モデリング 
 水面上に界面活性のある物質を拡散する
ことにより運動する液滴に関して、界面張力
や重力エネルギーを考慮して、液滴形状の汎
関数として自由エネルギーを考え、その自由
エネルギーを減らす方向に動くという解釈
のもと、液滴の運動を記述するモデルを考案
した。一般的に数理モデルで液滴の融合や分
裂を記述するのは困難であるが、界面をうま
く扱うことにより、液滴が分裂、融合する現
象も再現することができた。（５項の[雑誌論
文] 9） 
 
(3)界面活性を持つ物質による対流の発生と
界面の変形 
 界面活性と昇華性をもつ樟脳の粒を水面
に近づけると、樟脳分子が水面に吸着され、
マランゴニ対流が発生することが知られて
いる。水面に小さなプラスチック板を浮かべ
ておくと、樟脳粒を水面に近づけたときマラ
ンゴニ対流のために樟脳粒から遠ざかる。と
ころが、樟脳粒を遠ざけるとプラスチック板
がもともと樟脳粒があった位置に近づく現
象が見られた。これは、マランゴニ効果によ
り水面がマイクロメートルオーダーでくぼ
んでおり、そのくぼみが戻る際の流れによる
ものだと示唆される。この現象について実験
的、理論的な考察を行った。（５項の[雑誌論
文] 4） 

 
(4)Marangoni 対流を考慮した実効的拡散係数 
 樟脳など界面活性を持つ物質を固めた円
板を水面に浮かべると界面活性を持つ分子
が溶けだし、マランゴニ対流が発生する。そ
のため、バルク中の拡散と比べて、水面で分
子は非常に速く広がる。そこで、樟脳の濃度
勾配によるマランゴニ効果を拡散係数に組
み込めないかと考えた。また、樟脳粒の運動
のモデルとの関係についても議論した。本研
究は論文にまとめ、現在投稿中である。 
 
(5)楔形基板に挟まれた液滴の安定形状 
 楔型基板に張り付いた液滴の安定な形状
について変分原理の立場から理論的な研究
を行った。具体的には、楔形の基板を考え、
その基板に任意の接触角で濡れる液体を考
えその液体の安定形状を変分原理をもとに
考察した。その結果、濡れ性および楔の開き
角によって安定な形状が異なることが明ら
かとなった。現在その結果を論文として準備
しており、間もなく投稿する予定である。 
 
(6)基板上の液滴の形状の測定 
 基板上を動いている液滴の形状を正確に
測定することは難しい。そこで、形状を実験
的に測定することを目指した系の構築を行
った。具体的には、液滴を構成する液体の屈
折率の違いを用いて格子状の模様がどのよ
うに歪んで見えるかを測定することによっ
て、液滴の形状を計算した。その結果、平衡
形状では理論から予想される形状に近い値
が得られ、この方法が妥当であることがわか
った。そこで、運動している液滴に関して測
定を行い、どのような変形が起きているかを
求めた。理論との比較を意味ある精度にする
には、形状測定の精度を上げる必要があり、
そのための工夫は今後の課題である。 
 
(7)懸滴法における液滴形状と理論モデルの
との比較 
 界面張力の測定法として知られている懸
滴法に関して、微分幾何学で得られる知識を
用い、液滴形状を考察することで精度を上げ
ることができると考えている。そのためには
測定した液滴形状から液滴の母線の長さを
精度よく測定することが必要である。そのた
め、物体の周長を精度よく測定できる画像処
理方法についての考察を行った。具体的には、
画像処理において、物体の内部の最近接点か
らの距離が一定値以内である領域の面積を
求めることで、精度よく周長が測定できるの
ではないかと考え、実装し検証した。今後も
継続して本課題に取り組む予定である。 
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