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研究成果の概要（和文）：（１）パーシステント図をベクトル化するためのカーネル法を提案した．それをシリ
カの液相ガラス相転移温度の推定に応用し有効性が確認された．（２）多様体学習による低次元射影とクラスタ
リングを用いた，遺伝子クラスタリングに基づく進化系統樹解析の枠組みを提案した．（３）オイラー標数法を
応用して，回帰問題の信頼区間，および行列の最大固有値の分布に関して新しい近似法を得た．

研究成果の概要（英文）：(1) Kernel methods for vectorizing persitence diagrams has been proposed, 
and they have been applied to detecting the phase transition temperature between glass and liquid.  
(2) A framework for phyogeny analysis has been proposed based on manifold learning and gene 
clustering.  (3)  The method of Euler number has been applied to derive reliability intervals of 
regression problems as well as the distribution of maximum eigenvalue of random matrices. 

研究分野：統計的機械学習
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１．研究開始当初の背景 
高次元データの解析では、データの持つ低
次元多様体構造の獲得が有効となることが
多い。それにはデータが分布する多様体の連
結性やオイラー数など位相幾何的情報の抽
出が重要であるが、位相構造を議論する位相
幾何学の理論は、ランダム性やノイズを持つ
対象を想定しておらず、従来は統計的データ
に内在する位相幾何的特徴を安定的に捉え
ることが困難であった。 
 近年、パーシステントホモロジーという代
数的位相幾何学の方法が発展し、幾何的対象
の代数的表現（チェイン複体と呼ばれる）の
１次元系列に対し、その系列内での位相構造
の持続性が議論可能となった。これによりノ
イズに頑健な位相情報の抽出が期待され、国
内でも分担者・平岡や連携者・松江がタンパ
ク質構造や材料科学のデータ解析に応用し
ている。一方、正しい統計的解析には、デー
タのランダム性を反映したパーシステント
ホモロジーの統計的性質の解析が重要であ
るが、そのような研究は海外においても未開
拓である。また、多次元ガウス変数の最大値
を求める幾何的方法であるチューブ法に対
し、その近似計算にパーシステントホモロジ
ーが有効であることが、チューブ法の専門家
である分担者・栗木らの予備的考察により予
想されていた。 
 
２．研究の目的 
本研究は、近年発展している代数的位相幾何
学の方法を統計的なデータ解析に応用する
ことにより、多変量解析に新たな方法論を創
成することを目的とする。より具体的には、
位相的データ解析（文献[1]）の分野で発展
しているパーシステントホモロジー（文献
[2]）を統計的データに適用した際の、ホモ
ロジー生成元の統計的性質を解明する。これ
によりパーシステントホモロジー自体をデ
ータ表現とみなした解析が可能となる。さら
に多変量解析への応用として、高次元データ
の低次元構造抽出法を高度化、多重比較など
に有用なアブストラクトチューブ法に対す
る新しい近似計算手法の開発を行う。これら
を通して、統計的データ解析に代数的位相幾
何統計学というべき新しい方法論を確立す
る。 
 
本研究では、特に以下の３つの点を明らか
にしようとした。 
【課題 1】統計的データから定まるパーシス
テントホモロジーの統計的性質の解明とそ
の応用： 
統計的データから定まるホモロジー群生
成元の持続性を確率的に評価する。それを用
いて、ホモロジー生成元の持続性自体をデー
タ表現とみなしたデータ解析法の構築を行
う。 

 
【課題 2】多様体学習への応用： 

【課題 1】の結果に基づき、多様体学習に
おいて重要となる、データの近傍を定義する
閾値や次元の決定方法を開発する。それを画
像データ解析、系統樹データ解析に応用する。 

 
【課題 3】チューブ法を用いた多重比較問題
への応用： 
パーシステントホモロジーの方法を、多次
元ガウス分布の最大値を求めるためのアブ
ストラクトチューブ法に応用し、多重比較問
題で有用な数値計算法を開発する。 
 
３．研究の方法 
【課題 1】パーシステントホモロジーの統計
的性質は、代表者の福水と、パーシテントホ
モロジーとその応用に関して実績の高い分
担者・平岡が担当する。【課題 2】多様体学習
への応用は、次元削減法などに実績のある代
表者・福水と、代数統計およびその遺伝情報
処理への応用に実績の高い Yoshida の協力
のもとに研究を推進する。【課題 3】チューブ
法による多重比較への応用は、チューブ法の
第一人者である分担者・栗木および連携者・
松江により研究を進める。  
以上のように、「２．研究の目的」で述べた
ように統計科学と代数的位相幾何の両方に
知識のある代表者・福水が主導し、幾何的な
アプローチによる統計科学で高い実績を持
つ参加者と、パーシステントホモロジー研究
を主導する数学者との協働により研究を推
進する体制を取る。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
４．研究成果 
（１）パーシステント図のベクトル化による
統計的解析法の確立： 
 パーシステントホモロジーの計算結果は、
ホモロジー生成元の生成・消滅時刻を表した、
2 次元のパーシステント図（図１）で表現す
ることが多く、実際のデータ解析においても
よく用いられている（文献[3,4]）。パーシス
テント図は、元の点集合の幾何的・位相的情
報をコンパクトに表しているものの、それは
2 次元の点集合として表されており、通常の
ベクトルデータのように多くの統計的デー
タ解析手法が適用可能な表現となっていな
い。 

図１：パーシステント図の例 



この問題に対して、カーネル法によるベク
トル化による機械学習的な解決法を示し，特
にパーシステント図に対して適した「パーシ
ステント重み付きガウスカーネル」を提案し
た．このカーネルによってパーシステント図
がベクトル化され，多くのデータ解析手法が
包括的に適用可能となる．また，対角線付近
のノイズ由来と思われる生成元の効果の割
引率をコントロールすることが可能である． 
基礎的検討として，人工データによる２値
識別問題に対して，ベクトル化した後にサポ
ートベクタマシンを用いることによって識
別器を構成して識別性能を評価したところ，
既存のベクトル化手法であるパーシステン
トランドスケープやパーシステントイメー
ジなどに比べて，パーシステンス重み付ガウ
スカーネルによるベクトル化が優位性を持
っていることが示された（表１）． 

表１：識別率の比較．赤字部分が提案手法 
 
 
実問題への応用として，二酸化ケイ素（シ
リカ）の液相-ガラス相転移温度を，統計的
な変化点検出の手法によって推定する問題
に応用した．８０点の異なる温度設定による
MD シミュレーション（文献[3,4]）によって
得られたシリカの原子配置データ（図２）か
ら，球近傍によってフィルトレーションを構
成し，そのパーシステント図（図３）からパ
ーシステント重み付きカーネルを用いて，カ
ーネル法による変化点検出法（文献[5]）に
よって，温度を変えたときに前後でパーシス
テント図が最も大きく変化する温度を求め
た（図４）．その結果，物理学分野でエンタ
ルピー曲線の変曲点推定によって求められ
ている区間推定の範囲に入る転移温度が推
定された．このことは，物理的知識を使わず
に，原子配置に対するデータ解析だけから妥
当な相転移温度が推定されたことを意味し
ており，興味深い結果である．さらにカーネ
ル主成分分析を用いてパーシステント図の
ベクトル化データを３次元空間に射影して
プロットしたところ，推定された転移温度の
前後で急峻な変化が生じていることが確認
された（図４）．物理的に結論がでていない
時間を固定したスナップショットから転移
温度が決定できるかどうかは，物理学でも未
解決の問題であるそうだが，今回の結果は，

限定的な数値実験であるが，肯定的な結論を
示唆している． 
 

 
図２：シリカの原子配置（文献[3,4]） 
 

図３：シリカのパーシステント図（文献
[3,4]） 
 

図４：カーネル PCA による３次元プロット．
赤点が液相，青点がガラス層に対応． 
 
 
以上の成果をまとめた論文（発表論文 1）
が，機械学習分野のトップ国際会議である
International Conference on Machine 
Learning に採択された．また，内容を拡充し
た論文（arXiv 版：文献[6]）を論文誌に投稿
した． 
 
（２）多様体学習による系統樹クラスタリン
グ 
 遺伝子配列データから進化系統樹を推定
する問題では，従来，多くの遺伝子を結合し
たひとつの系列データを作成し，生物種の間
でその類似性をみることにより，ひとつの系
統樹を推定する方法が標準的であった．しか
しながら，遺伝子水平伝播などの現象が知ら
れるようになり，単純な単一木構造では十分
表現できない問題を知られるようになって
きた． 
本研究では，遺伝子ごとに異なる系統樹を
構成し，それらを低次元表現する多様体学習
を行ったあとにその低次元表現をクラスタ
リングし，遺伝子クラスタごとに系統樹を構
成する方法を提案した．系統樹間の距離は，
木 の 間 の 距 離 と し て 標 準 的 な
Billera-Holmes-Vogtmann (BHV)距離を用い，



次元削減としては t-SNE，カーネル主成分分
析が有効であった．また，クラスタリング法
としては normalized cut が有効であること
が，人工的なデータによる基礎実験によって
確認された．この方法を，魚類と四足動物の
橋渡しとなった種が何かという未解決問題
に関連した解析として，シーラカンス，肺魚，
四足動物を含む１０種の生物の遺伝子デー
タにたいし，クラスタリング＋系統樹構成の
方法を適用した．この結果，遺伝子に２つの
クラスタがみられ，それぞれの遺伝子クラス
タは多少異なる系統樹を示唆することがわ
かった． 
以上の研究結果をまとめた論文が Annals 
of Operations Research から出版されてい
る． 
 
（３）確率場の最大値分布 
確率場の最大値の分布をサブレベル集合
（エクスカージョン集合）のベッチ数の交代
和（オイラー標数）の期待値で近似する方法
は，統計学ではオイラー標数法として知られ
ている．本研究では，確率過程の最大値の分
布に関して従来の結果を拡張し，オイラー標
数法を用いて，回帰曲線の信頼性評価を行う
方法を提案した．この結果は Journal of 
Multivariate Analysis によって出版された
（発表論文 3）．またオイラー標数法を用いて，
行列サイズが有限，無限の両方の場合につい
て，実・複素ランダム行列（ガウス，ウィシ
ャート）の最大固有値の分布の近似を導いた．
また，その近似誤差が指数的微小量となるこ
とを確認した． 
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