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研究成果の概要（和文）：ミルナー不変量は，絡み目の分類を与える重要な概念であるが，計算が困難であるた
め他の不変量解析と比較して研究が進んでいない．本研究は，アルゴリズムによって絡み目の理論やその周辺領
域を発展させる解析ツールを提供し，学術上の新発見を支援する．本研究では，データを少しずつ読み込みなが
らデータを圧縮することで省スペースで圧縮が可能なオンライン文法圧縮を応用して，これまでは計算できなか
った深さの展開式まで実行可能なミルナー不変量解析ツールを開発し，専門家のコミュニティに提供した．

研究成果の概要（英文）：Milnor invariant is one of most important notions for classifying link 
groups in the low-dimensional topology. The invariant is, however, not easy to compute for large 
links. Thus, in this research, we propose a useful tool for this analysis using the grammar 
compression that makes us possible to compute Milnor invariant for a large depth not computable so 
far. We developed such a tool and supplied it to the community of researchers for discovering new 
knowledge of the link groups.

研究分野： データ圧縮

キーワード： 文法圧縮　結び目理論　低次元トポロジー　ミルナー不変量
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
学術上の新発見のいくつかは，アルゴリズム
を活用することで成し遂げられたものであ
る．アッペルとハーケン(とコンピュータ) に
よる 4 色定理の証明はその代表例である．こ
の問題は，地図を平面グラフによって抽象化
することでグラフ理論の問題として定式化
された．位相幾何学における結び目もグラフ
のように抽象化することではじめて解析が
可能となる研究分野である．具体的な結び目
の描き方は無数に存在し，例えば，図１の複
雑な結び目は，それを囲む楕円と同値である． 

 
 

 
絡み目は両端が閉じていない複数の紐か

らなる結び目をより一般化させたものであ
るが，その効率的な等価性判定法は知られて
いないため，これまでに絡み目の構造を調べ
るための様々な不変量が提案されている．ミ
ルナー不変量は，絡み目の重要な分類を与え
る概念であるが，計算が困難であるため他の
不変量解析と比較して研究が進んでいない． 

 
２．研究の目的 
 
本研究は，アルゴリズムによって絡み目の理
論やその周辺領域を発展させる解析ツール
を提供し，学術上の新発見を目指す．実際に
ミルナー不変量を求めるとき，単項式と呼ば
れる中間生成物を経由して最終的な多項式
不変量を得る．ここで，単項式や多項式を構
成する変数は非可換(例えば xy と yx を区別
する) であるため，比較的簡単な場合でも数
GB 超のデータサイズに膨れ上がってしま
い，これまでの素朴なアルゴリズムでは事実
上計算は不可能である．本研究では，データ
圧縮の理論を駆使することで，計算のボトル
ネックとなる単項式を陽に生成することな
く直接不変量を求めるアルゴリズムを実現
し，その成果を研究者に提供する．そして，
この分野の新しい問題の定式化や未解決問
題の予想を支援する． 
 
３．研究の方法 
 
本研究は，ミルナー不変量の大規模計算の実
現のための 3 つの基本問題から構成される．
すなわち，アルゴリズムの設計，データ構造

の開発，そして専用ツールの開発である．そ
してそれぞれは，計算機科学の技法を用いて
それぞれ次のような問題に帰着される． 
 
【文法圧縮による単項式の圧縮】 
研究代表者らは，これまでに文字列の文法圧
縮について精力的に研究を行ってきた．その
結果，出力サイズとほぼ同じ領域で最適な圧
縮を可能にするアルゴリズムを開発した．文
法圧縮とは，文脈自由文法(CFG) の生成規則
で文字列を圧縮する方法である(図２)． 
 

このアルゴリズムは，文字列を逐次的に処
理しながら出力するオンラインアルゴリズ
ムであるため，メモリ使用量が小さいことが
特徴である．一方，非可換単項式 F は，変数
が逆元を持つという点以外は文字列と見な
せる．そこで，文法圧縮を F の圧縮表現とし
て採用し，同一パターンに対するマグナス展
開の重複を可能な限り防ぐことで高速化す
る．また，既存の文法圧縮は CFG の構文木が
2 分木に制限されているが，圧縮率のさらな
る向上のため，多分木表現の文法圧縮を検討
する． 
 
【高速多項式展開】 
非可換単項式 F の変数に多項式を代入して
展開することでミルナー不変量が得られる．
n 項からなる多項式同士の積は，FFT を用い
て O(n log n) 時間で計算可能である．しか
し，以下に説明するように，単項式 F の展開
には FFT をそのまま用いることはできない．
F が与えられたとき，ある紐に対応する変数
x には逆元 x^-1 が定義される．このとき，F 
のマグナス展開とは，以下の代入を行うこと
である． 
 
x = 1 + X; x^-1 = 1 -X + X^2 – X^3 + … 
 
ただし，この場合も変数は非可換であり，

図１ 

図２ 



x^-1 のマクローリン展開は適当な次数で打
ち切ってよい．マグナス展開によって生成さ
れる例えば XXY Y ，Y XY X，Y Y XX，Y XXY な
どの項はすべて区別される(可換の場合は
X2Y 2 と等価)．したがって，FFT が威力を
発揮する畳み込み計算の効果はあまり期待
できず，予備実験でもその傾向が見られた．
したがって，前述の文法圧縮による集約され
た F に対して計算を実行するアルゴリズム
を設計し，非可換多項式の積の計算を高速化
する． 
 
【文字列集合の格納】 
ミルナー不変量の実体は，単項式 F のマグナ
ス展開によって得られる各項の係数である．
したがって，すべての項は区別して格納し，
それぞれの項ごとに係数を集計する必要が
ある．これは変換した文字列中に出現するパ
ターンを集計することであるが，これは文法
圧縮で表現された構文木の頂点のラベルを
数え上げることで近似できる．この技法を用
いて，マグナス展開を省スペースで効率的に
計算する手法を開発する． 
 
４．研究成果 
本研究では，データを少しずつ読み込みなが
らデータを圧縮することで省スペースで圧
縮が可能なオンライン文法圧縮を応用して，
これまでは計算できなかった深さの展開式
まで実行可能なミルナー不変量解析ツール
を開発し，専門家のコミュニティに提供した．
展開の深さは全体の計算量に最も影響を与
えるパラメータであるが，本研究で提案した
手法は，素朴な手法では不可能であった深さ
が 15 を超える値まで実用的な時間で計算で
きることが示されており，今後はこれをより
大規模化・多機能化することで，これまでは
知られていなかった不変量に対する新しい
知見が得られるものと期待できる．さらに，
本研究では，完成までは到達できなかったも
のの，研究者がフリーハンドで描いた絡み目
を画像として取り込んで，それを不変量に変
換する機能を実現した（図３）．これによっ
て研究者の思いついたアイディアを直ちに
計算してみることが可能となった．このツー
ルも将来的に公開する予定である． 
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