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研究成果の概要（和文）：Max-Min-Plus 表現に加えてmod 2 演算を導入することにより、2次の保存量を持つエ
レメンタリーセルオートマトン (ECA)、ルール142、ルール14を方程式として表現することに成功した。また、
この方程式を利用して、基本図における相転移を数学的に厳密に示すことにも成功した。さらにこれらのルール
に確率変数を導入したモデルの基本図における保存量の密度と流量の間の解析的な関係式を導くことができた。
5近傍粒子セルオートマトンを統一する確率モデルや3近傍3値粒子セルオートマトンの漸近挙動解析に関する成
果も挙げた。これらの結果は統一的理論の構築に今後大きく貢献すると期待される。

研究成果の概要（英文）：Adding the mod 2 operation to Max-Min-Plus expression, we have succeeded 
expressing rule 142 and 14 that have second order conserved quantities as equations. And using the 
equations, we have succeeded showing the phase transition of the fundamental diagram mathematically.
 Furthermore, we have succeeded obtaining an analytic relation for the density of the conserved 
quatity and flux for the models stochastic variables are introduced. We have also obtained the 
results for the stochastic model unifying five-neighborhood particle cellular automata and 
asymptotic behavior analysis for three-neighborhood three-valued cellular automata. It is expected 
that all these results will contribute to construction of the unified theory.

研究分野： 応用数理
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１．研究開始当初の背景 
 
我々は「超離散化法」と呼ばれる独創的な

手法を発展させ、ソリトンセルオートマトン
を含む超離散可積分系の代数的構造を明ら
かにしてきた。我々の研究から国内外の多く
の研究が生まれ、ultra- discretization とい
う用語が定着するに到っている。この手法は
可積分系の分野において非常に成功をおさ
め、現在でも多くの研究が行われている。一
方、可解カオス系への適用など、可積分系以
外にこの手法を拡張しようという試みが行
われているが、成果はまだ限定的であると言
わざるを得ない。そういった状況の中、粒子
セルオートマトン (Particle CA) やエレメ
ンタリーセルオートマトン (ECA) において、
束 (Lattice) と呼ばれる代数的な構造が非常
に重要な役割を果たしていることを、最近
我々は発見した。発展方程式と時刻 n → ∞ 
における解の漸近形を、束 (Lattice) を用い
て表すことができ、進行波や振動現象といっ
たパターンの解析が可能になる。しかしなが
ら、束 (Lattice) の構造が一般のセルオート
マトンに適用できるかどうかについて、まだ
不明な点は多い。さらに、束 (Lattice) 自体、
セルオートマトンの解への応用という観点
では研究が行われてきておらず、新たな研究
分野の萌芽となり得る可能性を持っている。
そこで本研究では、束 (Lattice) の代数的な
構造の基礎の上に、より広いクラスのセルオ
ートマトンを統一的に扱う一般的な理論を
確立することをテーマとする。  
 
２．研究の目的 
 
我々は「超離散化法」と呼ばれる独創的な

手法を発展させ、ソリトンセルオートマトン
を含む超離散可積分系の代数的構造を明ら
かにしてきた。一方、我々は、束 (Lattice) と
呼ばれる代数的な構造が、セルオートマトン
の漸近挙動において非常に重要な役割を果
していることを最近発見した。これは今まで
に無い全く新しい視点であり、Max-Plus 代
数に基づく「超離散化法」をより一般的な枠
組みに大きく拡張できる可能性を示唆して
いる。 セルオートマトンの解を束 (Lattice) 
における代数的恒等式に帰着するという新
たな着想を出発点にして、より広いクラスの
セルオートマトンを統一的に扱うことので
きる一般的な理論を構築することを本研究
の目的とする。 
 
３．研究の方法 
  束 (Lattice) の代数的な構造の基礎の上に、
より広いクラスのセルオートマトンを統一
的に扱う一般的な理論を構築するために、
我々は以下の 3 つのテーマを設定し、研究を
遂行した。 
 
(1) 4 近傍粒子セルオートマトン (Particle 

CA) およびエレメンタリーセルオート
マトン (ECA) の束 (Lattice) による
解の漸近形の表現を一般の近傍数のセ
ルオートマトンに拡張する。 

(2) 束(Lattice)による解の漸近形の表現を
統一的に扱う束(Lattice)の代数的恒等
式を探索する。 

(3) Particle CA に確率を導入した確率粒子
セルオートマトン (SPCA) の研究を行
い、そのヒエラルキーの構造を明らかに
する。 

 
そして、これらのテーマから得られた成果を
もとに、 
 
 束によるセルオートマトンの代数的構

造と既存の解析学を対応づける理論の
構築 

 
を試みることとした。 
 
４．研究成果 
 
  我々は、粒子数を保存量として持つ 1次元
セルオートマトンにおいて Max-Min-Plus 表
現が重要な役割を果すことを既に発見して
いたが、粒子数以外の高次の保存量を持つ 1
次 元 セ ル オ ー ト マ ト ン に お い て 、
Max-Min-Plus 表現が適用可能かどうかは不
明であった。そこで、2次の保存量を持つ(10
の数を保存する)エレメンタリーセルオート
マトン (ECA)、ルール12, 14, 15, 34, 35, 42, 
43, 51, 140, 142, 170, 204 に注目した。そ
して、このうち、ルール 142(あるいは同値な
ルールとして 212)に関して、Max-Min-Plus 
表現に加えてmod 2 演算を導入することによ
り、方程式として表現が可能であることを発
見した。さらに、この方程式の表現を用いる
ことにより、基本図における相転移を数学的
に厳密に示すことにも成功した。さらにルー
ル 14(同値なルールとして 84)に対しても、
Max-Min-Plus 表現と mod 2 演算で方程式と
しての表現が可能であり、基本図を厳密に示
すことにも成功した。 
  前記の研究成果はテーマ(1)に沿ったもの
であるが、束 (Lattice)に mod 2 演算による
拡張が可能であることを示しており、当初の
研究計画の想定範囲を越えたところでの結
果が得られることとなった。 束 (Lattice)を
用いた統一的な理論の構築に向けては、こう
いった事実の発見がまだ必要であると予想
され、今回の研究成果は、統一的な理論構築
に必要不可欠なものになる可能性があると
我々は考えている。 
  我々はさらに、上記の結果をテーマ(3)の観
点から発展させることも試みた。具体的には
ルール142(同値なルール212), ルール14(同
値なルール 84)に対して確率変数を導入する
ことによって確率セルオートマトンを構築
し、数値シミュレーションによって基本図を



作 成 し た 。 得 ら れ た 基 本 図 は
ASEP(Asymmetric simple exclusion process)
において見られるような保存量の密度と流
量の間の解析的な関係式の存在を示唆する
ものであったため、我々は解析的なアプロー
チを試みた。その結果、完全に解析的な証明
ではないが、数値シミュレーションによって
示唆される 2-クラスター近似の関係式を仮
定すれば、厳密に解析的な関係式を導くこと
ができ、それが数値シミュレーションと高い
精度で一致することを示すことができた。先
行研究においては、粒子数等の 1次の保存量
を持つセルオートマトンの確率化に関する
成果は多く存在するが、高次保存量を持つセ
ルオートマトンの確率化に関する成果は、お
そらく我々のものが初めてである。確率化が
個々のルールを橋渡しするキーであると
我々は考えており、それが統一的な理論で大
きな役割りを果すと期待している。そういっ
た意味で、今回の成果は大きな第一歩である。 
   
  テーマ(3)に沿った研究も同時並行で進め
た。4 近傍粒子セルオートマトン (Particle 
CA)における Max-Min-Plus 表現に関しては、
既に我々は結果を得ている。また、その確率
化に関しては、複数の確率変数を導入し、基
本図における解析的な関係式を得ることに
も成功している。しかしながら、統一的な一
般論はまだ見えていない状態であったため、 
さらに近傍数の多い5近傍粒子セルオートマ
トンの確率化を目指した。まず、我々が既に
研究結果として得ている5近傍粒子セルオー
トマトンの Max-Min-Plus 表現と基本図と
の対応関係を用い、異なるルール同士の基本
図の関係を Max-Min-Plus 表現間の関係と対
応づけ、それによって確率変数を導入すると
いう方針で研究を進めた。具体的には
Max-Min-Plus 表現 が判明している 19 のル
ールを 11 個の確率変数を含む一つの 
Max-Min-Plus 表現で統一的に表すことに成
功した。この結果は、確率変数を導入するこ
とによって、多くのルールを統一的に扱うこ
とができる可能性を示す結果であり、統一的
理論構築に向けての大きな指針となると思
われる。 
  研究計画においては当初予定していなか
ったが、研究過程において、多値セルオート
マトンの重要性に気づき、3 近傍 3 値粒子セ
ルオートマトンについても精力的に研究を
行った。その結果、48 個のルールのうち、15
個のルールについては Max-Min-Plus 表現
を得ることができた。そして、それらのうち
8 個のルールに関して、漸近挙動解析を得る
ことに成功した。また、3 近傍 3 値ルールと
5 近傍 2 値ルールのあるクラスが変数変換に
よって互いに変換可能であることも発見し、
統一的に理論においては、異なる近傍数を持
ったセルオートマトン同士も統一的に扱え
る可能性があることを示唆する結果が得ら
れた。 

  テーマ(1),(3)の方向性として、2次以上の
保存量を持つセルオートマトンの探索、複数
の保存量を持つセルオートマトンの探索な
ども行い、いずれの場合にも基本図に特徴的
なパターンが表れることを確認している。 
  以上のように、テーマ(1),(3)に関して非
常に多様な研究成果が得られ、これらは統一
的な理論へ向けての材料となり得るもので
ある。そういった意味で本研究は目標へ向け
て大きな前進となる成果を上げた。一方、そ
の多様性と拡がりがゆえに、統一的理論構築
そのものは、テーマ(2)に沿った束(Lattice)
の代数的恒等式に帰着されるであろうとい
う見通しは楽観的である可能性もあり、次期
研究計画においては、方向性を再構築する必
要性があると思われる。 
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