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研究成果の概要（和文）：本研究の主眼は，超平面配置の理論をルート系，あるいは，より一般に鏡映群の代数・幾何
の研究に応用することによって，従来の手法では得られなかった深さをもつ新しい知見を得ることであった．
我々は，Summers-Tymoczkoの第一予想の証明のための具体的計算から出発し，教科書にも載っている著名な定理である
Shapiro-Steinberg-Kostant-Macdonaldの双対分割定理が，ワイル配置のある種の制限配置に関しても成立することを
立証した．

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research was to obtain new results, by applying the 
theory of hyperplane arrangements to the algebraic/geometric study of root systems or reflection groups 
in general, with a new depth which would not be reachable by the known approaches. The research began 
with explicit calculations with the intention to prove the first conjecture by Summers-Tymoczko in mind. 
Finally, we verified the dual partition theorem by Shapiro-Steinberg-Kostant-Macdonald, which is a 
celebrated theorem found in textbooks, for some restriction arrangements of the Weyl arrangements.

研究分野： 数物系科学（数学・代数学）
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１． 研究開始当初の背景 
超平面配置は，有限次元ベクトル空間内
の余次元１の部分空間（超平面と呼ぶ）
の有限個の集合として定義される．その
定義の単純さ，素朴さから明らかなよう
にありふれた数学的対象であり，様々な
アプローチを許す研究対象である．たと
えば，超平面配置のポアンカレ多項式は，
超平面配置に付随する交叉束上のメビウ
ス関数を係数として定義される非負整数
係数多項式であり，組み合わせ論的対象
である．一方，ポアンカレ多項式は，基
礎体が複素数体の場合，超平面配置に属
する超平面たちの合併集合の補集合のな
す非コンパクト多様体のベッチ数を係数
とする位相的ポアンカレ多項式と一致す
ることが知られている(Orlik-Solomon 
1980)．また，超平面配置が自由配置にな
る場合には，ポアンカレ多項式は，整数
環上で一次式の積に因数分解することが
証明されている(寺尾 1981)．そして，そ
の一次式の一次の項の係数の集合は，指
数と呼ばれ，その定義から，代数幾何的
な対象である．このように，超平面配置
に於いては，組み合わせ的不変量，位相
幾何的不変量，代数幾何的不変量の 3者
が密接に関連して，美しい三位一体をな
している． 
 さて，ユークリッド空間内のルート系
は，リー群の分類という大きな目的のた
めに，ヴィルヘルム・キリングとエリー・
カルタンによって 19 世紀末に導入され，
現在では，数学の広い分野における普遍
的かつ重要な存在として認識され，活発
な研究が行われている．しかし，100 年
以上の研究の歴史にもかかわらず，ルー
ト系に関する謎はまだまだ尽きない．ル
ート系内の各正ルートに直交する超平面
を集めてできる超平面配置をワイル配置
と呼ぶ．ワイル配置の部分配置であって，
正ルート束のイデアルに対応する超平面
配置をイデアル配置と呼ぶ時，すべての
イデアル配置が自由配置になり，その指
数とルートの高さとの間に，双対分割と
いう組合せ的な関係が成立するという定
理が，すでに本研究開始の時点で実質的
に証明されていた．その定理の最終形は
論文③として 2016 年になってようやく
発表された．この定理は，教科書にも載
っている著名な定理である Shapiro- 
Steinberg-Kostant-Macdonald の双対分
割定理の自然な拡張であり，その証明は
超平面配置の理論を用いた新証明であっ
た．また，結果的に，Sommers-Tymoczko
（2006）の第 2予想を肯定的に解決する
こととなった． 

 
２． 研究の目的 

本研究は，この論文③から出発して，更
なる高みを目指すものである．例えば， 
Sommers-Tymoczko の第１予想を証明す
ることがひとつの具体的な目標であった．
第１予想は，イデアル配置の指数（代数
的・組合せ的対象）をヘッセンベルク多
様体（幾何学的対象）のベッチ数を関連
付ける結果であり，代数的不変量と幾何
学的不変量を結びつける部分に真の重要
性がある．その意味では，論文③で得ら
れた結果と用いられた新手法を深めるこ
とによって，代数的不変量と幾何学的不
変量の未知の関係を明らかにすることこ
そが本研究の目的であると言えよう． 
 

３． 研究の方法 
当初，日米独３国の３チームからなる研
究実施体制を想定していた．担当は，各々，
超平面配置，代数，計算代数である．し
かし，米国チームのリーダーである
Louis Solomon が健康上の理由で，26・
27 年度中，共同研究に全く参加できなか
った．Solomon は，年齢こそ 80 歳を越え
るとはいえ，確かな記憶力と鋭い知性に，
私は最大限の信頼を置いていた．また，
本研究開始前年の 25 年度までは，4年間
連続で，本研究連携研究者の阿部拓郎（当
時京大，28年 3月 1日より九大）と共に
米国を訪れて研究打ち合わせを行ってい
ただけに，今回，Solomon の協力が得ら
れなかったのは本研究の遂行に対する大
きな打撃であった．いずれにせよ，ルー
ト系とそのイデアルという有限かつ具体
的な対象から派生する研究なので，まず
は実例の計算が重要であることには変わ
りがない．実例計算において，
Roehrle-Cuntz-Barakat-Hoge から成る
独チームは世界最高の実力を持ち，26 年
度前半，ワイル配置の部分配置の自由性
について大量の計算を行った．この計算
の目的は，論文③で証明された定理が，
任意の部分配置に対してどこまで一般化
できるか，を見極めるためであった．こ
の計算結果に関して独チームとは，26 年
12 月と翌 27年 8月に，研究打ち合わせ
を行った．その際，Weyl 配置の部分配置
の組み合わせ的情報は，当初考えていた
ことに比べ，はるかに複雑で理解困難で
あることが明らかになった．これにより，
論文③の主結果を部分配置のみを考えて
一般化することは，非常に困難であるこ
とがわかった．一方，ワイル配置の制限
配置について興味ある実例が得られた．
たとえば，5次元以上のＤ型のワイル配



置をＡ１×Ａ１に制限して得られる制限
配置は，その濃度が一定には定まらない．
言い換えれば，ワイル配置の制限配置の
組み合わせ的情報は，制限する空間のタ
イプでは定まらないのである．特に，Ａ
１×Ａ１の型をもつ余次元２の空間たち
は，単一軌道に属していないことが確認
された．この時点で，研究計画を変更し，
ワイル配置の部分配置ではなく，むしろ
制限配置についての双対分割定理に注力
すべきだと気づいたため，27 年 10 月，
米国のシカゴから特異点論・代数幾何の
専門家で，超平面配置にも明るい
Anatoly Libgober を招聘して，Simona 
Settepanella（北大）も加わり研究打ち
合わせを行った．Libgober が Solomon の
穴を埋めることにはならないが，新しい
研究計画のためには，有効な人選であっ
た．一方，定期的に研究打ち合わせを行
っていた連携研究者の阿部拓郎が，27 年
に新しい除法的定理を証明した．すなわ
ち，寺尾による加法定理(1980)の前提条
件を大幅に緩和した．その結果，新しい
自由配置のクラスが定義されることとな
った．（この結果は，最も権威ある学術誌
のひとつである Inventiones 
Mathematicae に掲載されることが決定
している．）ワイル配置の制限配置を詳細
に調べて，阿部の結果を適用すれば，ワ
イル配置の制限配置が組み合わせ的自由
であることが示されることになる．その
後の，阿部拓郎との共同研究によって，
Ａ１×Ａ１への制限配置の振る舞いにつ
いて理解し，双対分解定理がこの場合も
成立することを年度末までに確認し，米
国ストーニーブルックで28年3月に開催
された米国数学会(ＡＭＳ)主催の研究集
会で発表し，現在，論文執筆中である． 
 

４． 研究成果 
以下，古い順に論文の内容を解説する． 
⑥日本数学会の機関誌である「数学」編
集部の依頼で執筆した総説である．これ
までの研究の流れを大づかみにするとと
もに，今後の重要問題を提示した． 
⑤シー配置が自由配置であることは，吉
永正彦による重要な結果であるが，基底
の具体形は知られていない．ここでは，
単純ルート基底と呼ばれる「良い基底」
が常に存在することを示した． 
④発表順は逆になったが，③の結果をア
フィン・ワイル配置に適用することによ
って，自由部分配置のみからなるフィル
トレーションが存在することを示した． 
③すでに述べたので省略する． 
②射影直線配置を拡張した対象である射

影平面曲線配置の研究である。平面曲線
の特異点がすべて擬斉次であるという条
件の下では、対数的微分形式がよく振る
舞うことを示した． 
①コクセター配置の複素版であるユニタ
リ鏡映配置について，調和的な不変式基
底を求める公式を証明した． 
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