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研究成果の概要（和文）：いわゆるムーンシャインと呼ばれる興味深い現象に類似した諸現象が知られているが、それ
らの現象を統一的に理解する枠組みを構築することに向け、関連するいくつかの研究を行った。そのうち、対称性の高
い頂点作用素代数については、最小共形ウェイト１のものを分類する共同研究を実施し、ドリーニュ例外系列と呼ばれ
る特別な単純リー環の系列が現れることを示した。また、Ｗ代数と呼ばれる重要な頂点作用素代数のクラスに関する最
近の知見に触発されて、単純リー環の極小巾零軌道についての共同研究を実施し、極小巾零軌道のヒルベルト級数を統
一的に表す普遍公式を導き、その系としていわゆる随伴多様体の次数を表す興味深い公式を得た。

研究成果の概要（英文）：In order to understand various phenomena similar to moonshine in a uniform 
manner, we have considered several problems related to them. Among others, in a joint work with Maruoka 
and Shimakura on vertex operator algebras having large symmetries, we have classified those with minimal 
conformal weight one, and obtained that the simple Lie algebras belonging to Deligne exceptional series 
arise. We have also considered the Hilbert series of minimal nilpotent orbits of simple Lie algebrasin a 
joint work with A.P. Veselov and obtained a universal formula expressing the Hilbert series and the 
degree of the adjoint variety.

研究分野： 無限次元リー環の表現論

キーワード： 頂点作用素代数　単純リー環　極小巾零軌道

  １版
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) ムーンシャインと呼ばれる現象は、最大
の散在型有限単純群モンスターの表現と楕
円モジュラー関数 J(τ) の関係の発見に端
を発し、コンウェイ氏とノートン氏によって
予想として定式化された興味深い現象であ
る。 
その後、ボーチャーズ氏およびフレンケル

氏他によって、ムーンシャイン加群と呼ばれ
る頂点作用素代数 V♮が構成され、その自己同
型群がモンスターと同型になることが証明
された。この段階で、コンウェイ・ノートン
予想はムーンシャイン加群 V♮へのモンスタ
ーの作用に関する予想として再定式化され
た。その後、ボーチャーズ氏は一般 カッツ・
ムーディー代数の理論をも創始して、モンス
ター・リー環と呼ばれる無限次元リー環を構
成し、関連する大掛かりな研究の末にコンウ
ェイ・ノートン予想の証明を与えた([Bo])。 
 
(2) ムーンシャインに類似した諸現象 
ムーンシャインに類似した現象は、モンス

ター以外の興味深い群についても存在して
いるのではないかという期待を持つのは自
然である。 
実際、散在型有限単純群のひとつであるコ

ンウェイ群に関するムーンシャイン現象で
あるコンウェイ・ムーンシャインについては、
頂点作用素超代数を用いた研究がダンカン
氏によって行われている。 
最近になり、江口徹氏ほかの日本人物理学

者のグループによって、マシュー・ムーンシ
ャインと呼ばれる現象が発見された([EOT])。
これについては、主に物理学者によって活発
に研究が進められている。 
さらに最近になって、ダンカン氏は、物理

学者との共同研究[CDH]において、マシュ
ー・ムーンシャインを特別な場合として含む
アンブラル・ムーンシャインを提唱した。 
これは、リーチ格子を除く 23 種類のニー

マイアー格子のそれぞれに応じて、対応する
群とｑ級数が構成され、それについてムーン
シャインの類似が成立するという予想であ
り、得られたｑ-級数はモック・モジュラー形
式と呼ばれるモジュラー形式の興味深い一
般化になっているというものである。 
特に、ニーマイアー格子のルート系が

(A1)24 型の場合には、マシュー・ムーンシャ
インとなる。 
 
(3) カイラル・ド・ラーム複体 
マシュー・ムーンシャインは、Ｋ３曲面と

呼ばれる興味深い複素曲面の楕円種数と呼
ばれる位相幾何学的な量と散在型有限単純
群であるマシュー群の表現の間に関係があ
るという現象として見出されたものである。 
楕円種数は、理論物理学においては、多様

体上の非線型シグマ模型から決まるｑ級数
として得られるが([Wi])、非線型シグマ模型

は数学的に定式化されておらず、頂点作用素
代数の表現論によって構成することはなさ
れていない。 
ただし、物理的な洞察によってＫ３曲面上

の非線型シグマ模型はさまざまな良い性質
を持つことが期待されており、楕円種数の具
体的な表示が決定されている([EOTY))。 
なお、非線型シグマ模型そのものの数学的

な研究はなされていないが、それから得られ
る楕円種数については、さまざまな数学的研
究がなされている。また、最近では、カイラ
ル・ド・ラーム複体([MSV])と呼ばれる頂点
代数の複体を利用して非線型シグマ模型を
とらえようとする研究も行われている
([EHKZ))。 

 
２．研究の目的 
 
本研究は、ムーンシャインに類似する現象

を頂点作用素代数あるいはその一般化であ
る頂点作用素超代数によって定式化すると
ともに、頂点作用素代数によるムーンシャイ
ンの研究手法を一般化し、ムーンシャインに
類似する現象を統一的に理解する枠組みを
構築することを目的とする。 
具体的には、カイラル・ド・ラーム複体あ

るいはその類似物を通じて楕円種数を解釈
することによってマシュー・ムーンシャイン
を調べ、その結果をコンウェイ・ムーンシャ
インやアンブラル・ムーンシャインと比較す
ることによって、ムーンシャインに類似する
現象を統一的に理解する枠組みの構築を試
みる。 
また、ムーンシャイン現象を実現する頂点

作用素代数は、とりわけ対称性が高いと予想
されることから、対称性の高い頂点作用素代
数の持つ特徴を研究することによって、ムー
ンシャインに類似する現象を統一的に理解
する枠組みの構築を試みる。 

 
３．研究の方法 
 
(1) カイラル・ド・ラーム複体の計算 
カイラル・ド・ラーム複体を利用した非線

型シグマ模型の研究([EHKZ]など)について
調査するとともに、具体例について計算を行
い、その結果に基づいて、特にＫ３曲面上の
非線型シグマ模型をカイラル・ド・ラーム複
体のコホモロジーの観点から理解すること
を試みる。具体的には、Ｋ３曲面の楕円種数
の数学的取り扱いに基づくマシュー・ムーン
シャインの研究([CH]など)について調査を
行い、カイラル・ド・ラーム複体との比較を
行う。 
 

(2) 対称性の高い頂点作用素代数の研究 
モンスター・ムーンシャイン加群は、最小

共形ウェイトが２の頂点作用素代数の中で、
とりわけ大きな対称性を持っている。これに
対して、コンウェイ・ムーンシャイン加群は、



最小共形ウェイトが１の頂点作用素超代数
となっており、そのようなものの中で、とり
わけ高い対称性を持っているのではないか
と期待される。 
ところで、コンウェイ・ムーンシャイン加

群は頂点作用素超代数であるが、その偶部分
は頂点作用素代数となり、最小共形ウェイト
が 1である。 
そこで、最小共形ウェイトが１の頂点作用

素代数で対称性の高いものについて、研究代
表者がかつて行った研究[Ma]の手法でその
性質を調べ、そのようなものの分類を行う。 
 

４．研究成果 
 
(1) 対称性の高い頂点作用素代数の研究 
研究目的の達成に向け、対称性の大きな頂

点作用素代数に関する共同研究を行い、最小
共形ウェイト１の頂点作用素代数であって、
対称性が高いものの分類を得た([MMS])。そ
こで得られた結果は、いわゆるドリーニュ例
外系列と呼ばれる系列([De])に属する単純
リー環から作られるアフィン・リー環のレベ
ル１表現に附随する頂点作用素代数となっ
ている。 
なお、最小共形ウェイト１の頂点作用素代

数で対称性が高いものがそれらに限ること
については、以前より予想していたことでも
あり、またチュート氏によって独立に得られ
ているが([Tu])、ここでは十分性についても
完全な証明を与えた。 
 

(2) リー環の普遍公式の研究 
ドリーニュ例外系列については、それに属

する単純リー環の次元などの量が双対コク
セター数と呼ばれる量の有理式によって統
一的に表されるが、その一般化として、すべ
ての単純リー環の次元などを三つのパラメ
ータで統一的に記述する普遍公式が知られ
ている([Vo),[LM])。一方、Ｗ代数に関する
最近の研究[AM]において、単純リー環の極小
巾零軌道が重要な役割を果たしていること
が分かったので、急遽、これらに着目して研
究を行うこととした。 
そこで、英国ラフバラ大学のヴェセロフ氏

と共同研究を実施し、論文[GW]などを参考に
して、単純リー環の極小巾零軌道のヒルベル
ト級数を記述する普遍公式を導いた([MV])。
その系として、極小巾零軌道の射影化である
随伴多様体の次数を与える興味深い公式が
得られた。 
この研究は、リー環の普遍公式の範囲を大

きく広げるという点で、今後の研究の出発点
となり得る重要性があるものと期待される。 
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