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研究成果の概要（和文）：conformal代数は自然数をパラメータとする無限個の積を持つ代数的対象である。そ
の定義は複雑で簡易化が望まれていた。本研究ではconformal代数とLie代数の圈がが同値あることを証明した。
これにより、conformal代数はLIe代数の括弧積一つで定義されることになる。具体的には、conformal代数の
quasiprimoitive要素の空間にquasiprimitive写像で積を定義し、その積を用いて括弧積を定めた。この括弧積
がLIe代数のJacobi律をみたすことを証明するために、多くの多項式に関する恒等式を発見した。

研究成果の概要（英文）：Conformal algebras have finitely many products which are parametrized by 
natural numbers. In this project we prove the equivalence of categories between the category of 
conformal algebras and the category of Lie algebra. Therefore, we can define the notion of conformal
 algebras by a single product called the Lie bracket. (The definition of conformal algebras are very
 complicated because of infinitely many products.) To prove the equivalence of categories we 
introduced the notion of quasi-primitive projection which are used to define a Lie bracket on the 
space of quasi-primitive elements. In pour proof of the equivalence of categories, we found many 
identities on polynomial functions in four indeterminate, which will be applied to other areas of 
mathematics.
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1.研究開始当初の背景 
Conformal 代数は頂点作用素代数の整数で
定まる 2項演算のみたす公理系の中でも交
換関係式が非負の整数で閉じていることに
注目して V. Kac により導入された。頂点
作用素代数に比較して，取り扱いが比較的
容易であり，例えば，有限階数の conformal
代数の分類は V. Kac によりほぼ与えられ
ている(その分類は著書 Vertex operator 
for beginners で：与えられているが完全
ではない。)。 
 
しかし，階数有限でない場合には非負整数
の 2項演算に関する公理系(交換関係式)が
障害になり研究が進んでいない。したがっ
て，非負整数の 2項演算に関する公理系を
より理解することが可能な定式化が要請さ
れていた。 
 
２．研究の目的 
primitively generated な conformal 代数 
(PGC と略する)の圏と非負の整数で次数付
けされた primitively generated な次数付
された Lie環の圏が圏同値であることを証
明することを目的とする研究を実施した。
これにより，無限加算個の 2項演算に関す
る公理系で定義されていた conformal 代数
を Lie 環(ただ一つの積を持つ)の公理系で
表現することが可能になった。本研究では
自然な条件を備えた conformal 代数と一変
数多項式環のテンソル積が conformal 代数
の 2項演算から定義されるただ一つの 2項
演算が歪対称性と Jacobi の関係式をみた
す，つまり，Lie 環を定義することを証明
することを第一の目的とした。このように
して構成される Lie 環は Lie 環 sl(2,C)を
微分とし，非負整数で次数付けされ，かつ，
この次数付けに関して次数付き Lie 環であ
ることを示した。また Lie 環 sl(2,C)が作
用しているので昇降演算子の核に属する要
素(primitive 要素)で生成される。 
 
本研究では対象とする上述の 2つの圏の圏
同値を目的とし，上述の条件で特徴づけら
れたLie環からconformal代数を構成した。 
 
３．研究の方法 
平成 25 年度は，PGC 代数の圏から非負の整
数で次数付けされた次数付き primitively 
generated Lie環(PGLと略する)への関手を
構成した。この構成は次の段階を経て実現
される。ここで primitively generated と
は単純 Lie 環 sl(2,C)作用が存在し， 
primitive な要素により， sl(2,C)の作用
で生成される空間である。 
 
(1) Conformal代数のprimitiveな要素から 
構成される代数系(ここではP-代数と云う)
の圏と conformal 代数の圏は圏同値である
ことが知られている(これは conformal 代

数の積とP-代数の積との間の代数的関係式
により証明される。)。そこで P-代数と多
項式環のテンソル積にP-代数の積を用いて，
Lie 環の構造を導入する。この表示を導入
するのに W. Eholzer により証明された W-
代数の交換関係式がガイドラインになるも
のと期待していた。しかしながら，この括
弧積が Jacobi の恒等式をみたすことを証
明することは非常に困難であった。その理
由は括弧積が P-代数の無限個の 2項演算を
用いて定義されるので P-代数の圏と PGC代
数の圏の圏同値を与える組み合わせ論的な
代数関係式(この関係式自体非常に複雑で
ある。) が Jacobi の恒等式を証明するため
に必要であったからである。さらに，Jacobi
の恒等式を定義する代数関係式とP-代数の
圏と conformal 代数の圏の圏同値を与える
恒等式の代数的な関係式が明確にならない
と Jacobi の恒等式の証明は困難である。そ
こで本研究では P-代数の圏と conformal 代
数の圏の圏同値を与える定義式を用いて
Jacobiの恒等式を定義する代数関係式を表
示する問題を考えた。この部分は，次数が
小さいときには数式処理システムを用いて
計算機で関係式を求めることが可能である。
しかる後，成立すべき代数関係式を予想し，
それを組み合わせ論的に証明した。 
 
(2)階数有限な primitively generated な
graded Lie 環の圏から conformal 代数の圏
への関手を構成する。この部分は本研究計
画の中でも最も困難であると考えられるが，
(1)で構成した関手の構造を詳しく調べる
ことにより，graded Lie 環が与えられたと
き，どのようにして非負整数をパラメータ
とする無個の 2項演算を定義するかを知る
ことができると予想される。つまり，(1)
で構成した関手によるP-代数の像の構造を
詳しく調べることにより，その普遍的な性
質を選び出し，その後，その性質をもとに
して，P-代数の積を定義する。第一の障害
はこのようにして定義した無限個の積がP-
代数を定義することを確かめることである。
ここでは，既に定義した P-代数の積を関手
から得られる Lie 環と同型になるように構
成した。このとき，(1)の代数関係式から無
限個の積はP-代数を定義することが証明さ
れる。 
 
(3) P-代数の積を考察すると 4変数多項式
Fが頻繁に現れる。また，conformal 代数と
P-代数の対応にもこの多項式の存在は不可
欠であると考えられた。よって，多項式 F
のもつ対称性，Fの関係する恒等式を組織
的に調べることと目的の達成はほぼ同値で
あると推測された。さらに，多項式 Fは多
くの代数構造において基本的な役割を担っ
ている兆候が見られた。この意味でも，多
項式 Fの今後の研究は興味深い。 



平成 25 年度は以上の具体的な研究を実施
した。 
(3)平成 26 年度以降 
平成 25 年度に得られた成果，PGC 代数の圏
と非負の整数で次数付けされた
primitively generated な graded Lie 環の
圏の圏同値の成立を踏まえて平成 26 年度
以降の研究方法を述べる。 
 
平成 26 年度以降ではこの圏同値を用いて
conformal 代数の分類を対応する Lie 環の
分類表現を用いて詳細に調べた。特に，有
限次元単純 Lie 環の表現論はよく知られて
いるので，それに対応する conformal 代数
の分類を実施した。さらに，階数有限
(primitive 要素が有限個である。) である
conformal 代数の分類は V. Kac によって得
られている。本研究計画ではこの分類を階
数有限な Lie 環の分類に帰着するすること
ができる。また，我々の結果は方法は super 
conformal 代数の場合にも自然に成立する
ので，この事実を用いて階数有限な super 
Lie 環の分類を用いて実現することができ
ると考えられる。さらに重要と考えられる
のは conformal代数の表現論の展開である。
例えば，有限次元単純 Lie 環，アフィン Lie
環の可積分表現，Virasoro 代数の極小表現
などは詳しく調べられているので，対応す
る conformal 代数の表現を論じることがで
きる。もっとも，対応する conformal 代数
が何であるかは別の問題である。 
 
最も興味深いと考えられるのはアフィン
Lie 環の可積分表現，Virasoro 代数の極小
表現に対応する conformal 代数を決定する
ことである。上述したように，フィン Lie
環の可積分表現の圏から conformal 代数の
圏への関手を構成するために必要なのは，
conformal 代数の圏からの関手の像として
得られる Lie 環の構造を詳しく調べること
である。この関手の作り方から，Lie 環の
構造には無限個の 2項演算の構造が含まれ
ている。その構造を明確にして，一般の Lie
環から無限個の積を定義する。一旦，無限
個の積が定義されるとこれは関手の像であ
る Lie環の構造を含んでいるので P-代数あ
るいは conformal 代数への関手の具体的な
像を構成することができた。 
 
４．研究成果 
予想される結果は，PGC 代数の圏と非負の
整数で次数付けされた PGL の圏の圏同値で
ある。この結果を得ることができれば，階
数有限な conformal 代数の表現の圏は階数
有限な Lie 環の表現の圏と圏同値であり，
階数有限な conformal 代数の表現の分類を
Lie 環の表現に帰着させることができる。
また，この成果は階数無限な場合にも適応
できるので， conformal 代数の表現の分類
に有効である。さらに， super conformal

代数の場合にも自然に成立すると思われる
ので，この事実を用いて V. Kac の分類結果
を再度検証することができる。 
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