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研究成果の概要（和文）：本来の差分法が基盤とする ”微分極限操作の離散化” を適切に導入し，多次元領域
で任意格子上の Voronoi 離散化による厳密な離散 Green の定理を, 勾配、Laplacian に対して、境界項まで含
めて証明を付して明確に構成した．これにより Voronoi-Delaunay 分割は優れた数学的性質を保ちつつ任意の格
子点配置を許す大変好ましい特質を持つことを示した．
さらに、離散変分導関数法の基盤にこの Voronoi 差分を採用して偏微分方程式の全体を離散化した数値解法を
与え、偏微分方程式の数値解法の実用性と理論的基盤の双方を強化した．

研究成果の概要（英文）：The discretization of the differential limiting operation is the base of the
 original finite difference method. We appropriately introduced it to our study via the Voronoi 
decomposition and derived the exact discrete Green theorem by Voronoi discretization on the 
arbitrary lattice in the multidimensional region, e.g., the gradient, Laplacian.Our results include 
mathematical proofs and mathematically rigorous.
This showed that the Voronoi-Delaunay triangulation has favorable characteristics to allow arbitrary
 lattice placement while inheriting excellent mathematical properties.Furthermore, we adopted this 
Voronoi difference as the basis of the discrete variational derivative method to design numerical 
schemes for some partial differential equations.This indicates that our studies strengthened both 
the practicality and the theoretical foundation of the numerical solution method of partial 
differential equations.
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１．研究開始当初の背景 

 

本研究者は研究申請段階時点までに偏微
分方程式の構造保存解法として離散変分導
関数法を構築した[2]．これは大域構造が 

Gauss-Green 則(以下 GG 則)などの局所則
を用いた変分原理に基づくことから変分原
理を離散化し大域構造を再現する手法であ
る．しかし，多次元空間任意格子で離散微積
分は一般に GG 則を満たさない(有限体積法
は GG 則を満たすが導入される流速ベクト
ル変数が大域構造則に数学な困難をもたら
す)． 

 

しかし，流速ベクトル導入無しでの GG 

則の成立の十分条件が離散領域境界と格子
点間ベクトルの直交性であることを申請者
はグラフ理論より導出しており[1], Voronoi

格子はこの条件を満たすことから，任意格子
を用いた構造保存解法構築が原理的に可能
となる． 

 

また Voronoi 格子が関数離散近似基底格
子としてほぼ最良なことが数学的に判明[3]

しており， Voronoi 格子離散化に注力した研
究を行うことでこうした一連の可能性を追
求するべきであると考えた． 
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２．研究の目的 

 

原則的に直交座標を基盤とする差分法の
考え方を基礎として，任意格子上の Voronoi 

離散化の利用を提案することで，数学的に優
れた性質を保ちつつ領域形状の離散化に高
い自由度を与えることが第一の目的である．
次に，二次元だけでなく三次元以上の空間に
おいても Voronoi 格子が優れた数学的性質
を持つと推測されていることを，実際の数値
解析から検証し，できれば数学的にも示すこ
とが第二の目的である．そして， Voronoi 離
散化を使った構造保存数値解法によって，系
の大域構造を保存したまま偏微分方程式の
全体を離散化した数値解法を与え，これによ
って偏微分方程式の数値解法の実用性と理
論的基盤の双方を強化することが第三の目
的である． 

これらの目的の学術的特色の一点目は 

Voronoi 格子点配置は任意であるため，空間
離散化の自由度を非常に高くできることに
ある．二点目は，その空間自由度の高さにも
関わらず，大域構造を再現する離散変分導関
数法が適用可能となる点である．そして結
果・意義としては，上の特色によるもので，
一点目は格子点を真に自由に配置できるよ
うになる実用的な利点にある．二点目は構造
保存解法による大域的性質の離散的な再現
にある．これにより優れた近似精度や安定性
が得られる実用性とその数学的な事前解
析・証明が強く期待される．三点目として，
3 次元以上の空間の Voronoi 離散化に関し
て知見が得られる期待が挙げられる．
Voronoi 格子について多くの数学的結果が 

2 次元までしか得られていない現状から，こ
の期待の意義は数学的にも実用的にも大き
い． 

 

そしてこの研究全体を通じ，偏微分方程式
の数値解法理論が一歩大きく前進すると期
待できるため、全体を鑑みてこれらを大なる
目的とした． 

 

３．研究の方法 

 

本研究の第一の計画および方法は，主に空
間二次元，三次元での Voronoi 格子上の離
散作用素と  GG 則の詳細な調査と， 

Voronoi 格子上に成立する類似の局所則の
探求とした．一般的な混合格子と異なり  , 

Voronoi 格子は隣接ベクトル - 界面の自然
直交性を持つため，複数の重要な局所則が見
つかることが強く期待された．また，積分に
基づく離散化が苦手とする空間異方性の取
扱いも重要であるので，作用素の異方性には
特に配慮した．また， Voronoi 格子は幾何
的対称性を持たないため，様々な離散量の近
似精度は主に一次(特殊な場合で二次)程度と
推測されたため、その方向性で研究を進めた. 

次数の低さは実用上問題であるため，より精
度の高い離散化，局所則を見出すことも計画
に含めた． 

 

第二の計画・方法においては， C´ea の
補題などの有限要素法の数学的基盤に対し， 

Voronoi 格子上の離散化概念における類似
の性質を見い出すこととした．幸い，2 次元
までの場合は，三角要素上の関数近似誤差上
限の優れた評価(誤差がせいぜい 5% 程度)が
理論的に得られているため，この研究の方向
性はある程度明確であった．3 次元以上の場
合は数学的に困難であるが，重要と考えて挑
戦課題として取り組んだ． 

 

第三の計画・方法は構造保存解法である離
散変分導関数法と Voronoi 格子での作用素
離散化を組み合わせ，Cahn-Hilliard 方程式
や 非 線 形  Schrodinger 方 程 式 , 



Gross-Pitaevskii 方程式などの数値求解が
困難な問題に「柔軟で使いやすい」差分スキ
ームを提供することであった．具体的な問題
に取組むことで境界条件の離散的処理など
の実装上の困難を発見できるため，この計
画・研究手法は理論の進展の面からみても欠
かせないものであった． 

 
４．研究成果 
 

目的と計画に従い、数学的な理論構築につ
いてボロノイ格子の数学的性質について研
究を推進した．本質的に、直交性が無い、つ
まり、トポロジー的な形状が一定でない格子
に対する格子形状と微積分則の間に成り立
つ局所的関係の構築に関する研究である．ま
ず、平面上のボロノイ格子において離散ガウ
ス-グリーン則を構成することに既に成功し
ているため、これについてさらなる数学的性
質の評価と定式化をすすめた．低い階数での
具体的な局所則についてもっとも粗い精度
での評価がこれまでのほぼ予測通りに得ら
れていることに加え、より一般的に、微積分
の階数によらない数学的表現についても抽
象的な表現を得た． 

 
さらに、グリーン則にのっとり、ボロノイ

格子分割における境界条件の扱いについて
数学的に妥当な制約の表現についても研究
を進めた．これについては、これまでの外部
に仮想格子点を設けてのシンプルな純粋な
点近似に基づくものに加え、境界上格子点の
みに属する積分量が境界積分の離散近似で
あるという知見を得ることに成功した．また
ボロノイ格子をはじめ、こうした非正則格子
上での局所則について、任意計量における微
分作用素の表現にもとづいての離散近似に
ついて研究を進めた．これはホッジ作用素の
離散化についての研究や外微分形式との関
連性があり、以前からのわれわれの指摘に合
致するものである． 

 
また，応用数学の専門家が集まる国際会議 

NASPDE 2016 (Numerical Analysis of 
Stochastic Partial Differential 
Equations) や  IMI-La Trobe Joint 
Conference "Geometric Numerical 
Integration and its Applications" などに
て研究発表を行い、研究交流をすすめた． 
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