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研究成果の概要（和文）：ガルビン予想は，「任意の半順序集合X の濃度 ω_1 の部分順序が可算個の連鎖の和集合と
なっているとき，X 自身も可算個の連鎖の和集合になる」という主張の無矛盾性を問うものである．本研究では，ラド
ー予想，ガルビン予想等に関する反映数を導入し，これらの関連を調べた．ラドー予想やガルビン予想の成立は，対応
する反映数が ω_2 になることと同値である．σ-closed な強制拡大に関して，可算個の連鎖の和集合にならない，と
いう性質が保存される半順序のクラスに対しては，対応する反映数が ω_2 となることも，連続体濃度が大きなもので
ある状況でそれりより小さなものとなることも無矛盾であることを示した．

研究成果の概要（英文）：Galvin's Conjecture is the assertion "any partial ordering X such that any 
subordering of X of size ω_1 is a union of countably many chains is by itself a union of countably many 
chains". Its consistency is still open. In our research, we introduced the reflection numbers 
corresponding to Rado's conjecture, Galvin's conjecture etc. and studied the relationships of between 
these cardinal numbers. Galvin's Conjecture is characterized by the corresponding reflection number being 
ω_2.
We showed the consistency of a restricted form of Galvin's conjecture claiming that the Galvin type 
reflection number can be ω_2 for the class of partial ordering for which the property that the partial 
ordering is not a union of countably many chains is preserved by σ-closed forcing and that for this 
class it is also consistent that the reflection number is less than or equal to the continuum while the 
continuum is fairly large.

研究分野：数理論理学，公理的集合論
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１．研究開始当初の背景 
 
ガルビン予想は集合論的反映原理の一つで，
「すべての半順序集合 (X,≦) について，そ
れが可算個の (≦に関する) 連鎖の和集合と
して表わされないなら，濃度が1א の X の部
分順序で可算個の連鎖の和集合として表さ
れないものが存在する」ことを主張するもの
である． 
ガルビン予想が集合論と抵触しない原理か
どうかは 20年以上にわたって未解決である． 
ガルビン予想と類似の反映原理に，ラドー予
想がある．これは「任意の木 T が special で
ないなら，T の濃度1אの部分木で special で
ないものが存在する」という主張である．こ
こに T が special とは T が可算個の反鎖の
和集合として表わせることである． 
ガルビン予想はラドー予想を導くことが容
易に示せるが，ラドー予想については，その
無矛盾性が強コンパクト基数の存在の仮定
から導けることが知られている ([2])．一方，
グラフの彩色数 (chromatic number) の非
可算性に関する同様の反映原理 (任意のグラ
フ G についてその彩色数が非可算なら，濃度
1のGの部分グラフで彩色数が非可算なものא
が存在する) は，ラドー予想を導くが，この
原理については，集合論と抵触することが 
Erdös と Hajnal による 1960年代の結果か
ら導かれる． 
研究代表者はラドー予想から導くことので
きる Fodor-type Reflection Principle (FRP) 
に関連した研究を行なってきた([3],[4], [5] 
等を参照)．FRP のもともとの定式化 (研究
代表者と Lajos Soukup によって 1997 年頃
に定式化された) は純粋に集合論的なもので，
Fodor の補題と類似の主張を含むものとなっ
ており，これが命名の由来でもあるのだが，
この原理の様々な特徴付けが研究代表者ら
により得られており，その中の一つは，「任
意のグラフ G に対し，その塗色数 (coloring 
number) が非可算なら，濃度1אの G の部分
グラフで塗色数が非可算となるものが存在
する」という彩色数の非可算性の反映原理と
類似性の高い命題である．FRP はラドー予想
より格段に弱い原理である．例えば，研究代
表らの結果から FRP は連続体の濃度にほ
とんど何の制限も加えないことが知られて
いる ([3], これに対し，ラドー予想は連続体
の濃度が2א以下になることを帰結することが 
Todorcevic により 1990 年代に示されてい
る)．一方，FRP は (したがって FRP を導
く他のすべての反映原理も) 大きな巨大基数
の無矛盾性の強さを内包していることが知
られている: FEP は square principles の 
global negation を導くからである．さらに，
研究代表者らは，FRP が，研究代表者らが 
ADS- と名付けた square principles を弱め
た原理の global negation と同値になるこ
とを示している ([5])． 
 

２．研究の目的 
 
「研究開始当初の背景」で触れた，ガルビン
予想等を含む，様々な集合論的反映原理がこ
れまでに研究されてきた．これらの反映原理
や絶対性の性質は巨大基数の性質を2אのよう
な小さな基数が実現しているような集合論
のモデルの性質の特徴づけとなっていると
考えることができる．ガルビン予想を含めて，
現在までに考察されている様々な反映原理
の多くは，既に 述べたように，純粋に集合
論的無限組合せ論的な内容を持つだけでな
く，無限グラフ，位相空間，木孝三などの数
学対象に関する自然な命題として特徴づけ
できるものになっている． 
これらの性質の研究から，対応する数学的な
独立命題の真偽の持つ意味の何らかの評価
につながるような結果が得られることが本
研究の背後にある大きな目標である． 
本研究でより具体的な研究目的としてかか
げたガルビン予想の無矛盾性の決定は，この
ような研究における重要な足掛りの一つで
ある．特に，ラドー予想が無矛盾性で，対応
するグラフの彩色数の非可算性の2א未満への
反映原理が矛盾することの違いの意味が，ガ
ルビン予想の無矛盾性に関する研究を進め
ることでより明らかになることが期待され
る． 
 
３．研究の方法 
 
本研究は，数学の研究であるため，基本的に
は研究の方法は横になって考える，というこ
とに尽きる．研究組織内での研究討論や，研
究集会，ワークショップに参加した折のディ
スカッションは非常に重要である． 
 
４．研究成果 
 
研究ではガルビン予想そのものの解決には
至らなかったが，この予想を弱めた幾つかの
主張についての無矛盾性の結果を含む，いく
つもの関連の結果が得られた． 
 ガルビン予想の帰結のうち最も強い反映
原理の一つと考えられるラー予想について
の理解を深めることは，ガルビン予想の解決
にむけてのステップの一つになりえるが，こ
れに関し，幾つかの結果を得た: 
ラドー予想は，Martins Maximal (MM) とは
矛盾することが知られている．MM と矛盾し
ない，反映原理のうち，ラドー予想の帰結と
ならないような強い原理がいくつか知られ
ているが，これらの原理とラドー予想の共通
の帰結となっているような新しい反映原理
を幾つか発見し，これらの原理とラドー予想
の関係についての考察を行った ([7])．正規
直交基底を持たない 前ヒルベルト空間の存
在は，Halmos により 1970年代に示されてい
る が ， Halmos の 構成 し たそ の よ うな 
pathological な前ヒルベルト空間とは別の



系列の pathological な前ヒルベルト空間
の構成法を与え，"pathological な前ヒルベ
ルト空間である" という性質に関する反映
原理で，ラドー予想の帰結である FRP と同
値になる命題を定式化した  ([12])．
Singular Cardinal Hypothesis (SCH)  は 
FRP から導かれることが知られている 
([4])が，この証明のより直接的な別証が得
られた ([9])． 
 リスト彩色数 (list chromatic number) 
の非可算性に関する反映原理が他の反映原
理と異なる挙動をすることは既に研究代表
者らの [6] で確かめられていたが，これに
関する研究を更に進めることができた 
([8])． 
 ガルビン予想を含む，研究開始当初の背景
で述べたいくつかの反映原理は，"非可算濃
度の対象で起っている現象が濃度1אの部分構
造でも既に起っている"，という表現の形式
を持つものだったが，このような反映原理の
それぞれに対して，"非可算濃度の対象で起
っている現象が濃度がκ未満の部分構造で
も常に既に起るようなκのうちの最小のも
の"と言いなおして得られる基数不変量を，
反映基数 (reflection cardinals) と呼ぶこ
とにすると，このような反映基数の間の関係
についての関係性について幾つかの新しい
知見が得られた ([10])．特に，このような
反映基数はω1-強コンパクト基数より小さい
か等しくなることが確認された． 
 各反映原理に対応する反映基数が連続体
濃度以下になる (非可算濃度の対象で起っ
ている現象が濃度未満の部分構造でも常に
起っている) という反映原理を作ることが
できるが，これに関しては，そのようにして
作ったハンブルガー問題  (Hamburger's 
Problem, 距離付け可能でない第一可算な距
離空間は濃度2א未満のサイズの距離付け可能
でない部分空間を持つ --- この主張につい
てもそれが無矛盾であるかどうかは未解決
である) に対応する反映原理の無矛盾性 
(連続体反映原理) が，巨大基数の公理から
得られることは既に知られれていた ([1], 
[1]では超コンパクト基数を仮定しているが
強コンパクト基数の仮定で十分である)．本
研究では，反映原理の多くについて，それが
問題としている性質がσ-closed な半順序
に関して絶対的なら，このことから，同じ性
質が Cohen 強制に関しても絶対的になるこ
とを示した．このことから，例えばラドー予
想の連続体反映原理版の無矛盾性が得られ
る．同様の考察から，ガルビン予想をσ
-closed な強制順序に関して絶対的な可算
個の連鎖の和集合として表わせないような
半順序に制限して得られる反映原理やその
連続体反映原理版，またグラフの彩色数の非
可算性に関する反映原理の同様なバリエシ
ョンズはすべて，強コンパクト基数の存在か
ら強制できることが示せた ([10])． 
 反映原理の研究は "集合論の公理系の正

しい拡大は何か?" という集合論の最終問題
に連なる問題群の中に位置するものである．
このような集合論研究の大きな議論で，集合
論の様々なモデルの総体を集合論的多元宇
宙として扱かう，set-theoretic multiverse 
という視点が最近脚光を浴びてきている．研
究代表者らは，本研究の枠内で行った，
set-theoretic multiverse の研究に関する
論文の最終版 [11] を完成させた． 
 集合論の通常の公理系から独立な命題 
(新しい公理の候補) はそれと同値な数学的
命題の多さによって，その prominence (重
要性) を測ることができるであろう．研究代
表者はこの視点から，東京で開かれた数理論
理学の国際会議での招待講演において，FRP 
や他の反映原理の重要性を論じたが，そこで
の議論を下とする論文 [13] を準備中であ
る．同様の本研究の spin-off として，集合
論の無矛盾性の強さの，ゲーデルの speedup 
theorem との関連での数学の哲学的な議論
の発表を準備中である ([14])． 
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