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研究成果の概要（和文）：本萌芽研究ではパーシステントホモロジーの逆問題解法を数学的に定式化し，実デー
タへの適用が可能なソフトウェアの開発までを行った．まず順問題としてはポイントクラウドデータからパーシ
ステント図を定める対応を可微分写像として定式化し，その局所構造を調べた．その後，陰関数定理を用いて逆
対応を具体的に求めるアルゴリズムをニュートン法を用いて開発した．ここで開発された手法はタンパク質やガ
ラスの構造解析に対して具体的に適用された．

研究成果の概要（英文）：In this research, we have formulated mathematical framework of inverse 
problems about persistent homology, and have developed a software which is applicable to  real data.
 First, in direct problems, we studied the correspondence from point cloud data to persistence 
diagrams as differentiable maps. Then, we developed an algorithm to solve inverse solutions by using
 Newton method based on implicit function theorem. The developed software was applied to practical 
structural analysis of proteins and materials science.

研究分野：応用トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
 ソフトマター研究ではガラスやタンパク
質といった個々の物質ごとに順問題と逆問
題を解析することで構造—機能の相関関係を
明らかにすることが求められている．ここで
順問題（幾何→物性）では原子レベルの微視
的幾何構造から巨視的な物性の特徴付けを
行い，一方で逆問題（物性→幾何）では欲し
い物性値を実現する幾何構造を決定し機能
制御や新材料の開発を行う．申請者は本萌芽
研究開始当初までにProtein Data Bank内の
原子配置情報から，幾何学的定量化としてパ
ーシステントホモロジーを計算し，タンパク
質圧縮率や H/D 交換率といった物性値を推
定する順問題パートで成功をおさめた．しか
しながら物質の機能制御や新材料の開発の
ためには，パーシステントホモロジーによっ
て定量化された所望の物性値を実現する原
子配置を逆問題として解く必要がある． 
 
２．研究の目的 
 本研究ではパーシステントホモロジーの
逆問題に対して可微分構造を用いた解の追
跡解法を提案し，さらにそのソフトウェア開
発を行う．またその応用として，タンパク質
構造解析や材料科学に現れる構造—機能相関
に関する諸問題へ適用することを目指す． 
 具体的には以下の３つの課題を解決する
ことが本研究の目的である． 
課題１（順問題）：入力ポイントクラウドデ
ータからパーシステントホモロジーを定め
る可微分写像の局所構造を解明する．  
課題２（逆問題）：パーシステントホモロジ
ーの微小変形による入力データの追跡 
課題３（ソフトウェア開発と応用）：追跡ソ
フトウェアの開発とタンパク質や材料科学
に現れる構造—機能解析への応用． 
 現在パーシステントホモロジーは情報通
信・材料科学・データ解析などの幅広い分野
への応用が始まっている．ただしこれらの応
用研究は全て順問題に属する内容であり，真
に有効な応用数学手法として認められるの
はその逆問題を解決する必要がある．可微分
構造を用いた追跡理論を構築することで逆
問題の解決を目指す本研究は，世界に先駆け
た画期的な理論研究となる． 
 
３．研究の方法 
課題１（順問題）： 
パーシステントホモロジーは加群としての
単因子から一意に決定できる．そこで一般に
ユークリッド空間の有限点列から単因子を
定める順問題の可微分写像としての構造を
調べる．特に単因子の距離空間としての構造
から有限点列の配置の局所対称性と微分の
階数の関係を調べ，陰関数定理に基づく局所
変形理論の構築をすすめる． 
課題２（逆問題）： 
課題１で調べた可微分写像の局所的性質を
用いて，解の追跡問題として逆問題を考察す

る．微分は一般に正方行列でないことに注意
し，写像の正則点では一般化逆行列を用いた
ニュートン作用素の解の存在と一意性を明
らかにする．また写像の臨界点では特異値と
特異ベクトルを調べることで位置情報に対
する分岐構造をすべて決定する． 
課題３（ソフトウェア開発と応用）： 
課題２の結果を用いて，逆問題追跡ソフトウ
ェアの開発を行う．アルゴリズムは一般化逆
行列を用いたニュートン法と擬弧長法追跡
により構成する．また本課題の成果をタンパ
ク質やガラスといった材料構造解析へ応用
する． 
 
４．研究成果 
 ユークリッド空間内の有限点列として与
えられるポイントクラウドデータに対して，
アルファ複体およびヴィートリスリップス
複体を用いたフィルトレーションモデルに
対して，そこから定まるパーシステント写像
の well-defined 性とその可微分構造を明ら
かにした．ここでパーシステント写像はポイ
ントクラウドデータからパーシステントホ
モロジーの単因子をあたえる対応から構成
される．その意味でパーシステント写像の
well-defined 性は単因子の一意性から示す
ことができる．一方でパーシステント写像の
微分についての一意性は一般には成立せず，
構成アルゴリズムの選択に微分写像は依存
することになる．しかしながら，入力ポイン
トクラウドデータに適当な「一般の位置」の
仮定を置くことで，微分写像の一意性につい
ても示すことができた．また比較的単純な点
列配置を用いて写像の特異点と一般化ニュ
ートン法の非収束点の関係についても解明
した．例えば３次元空間内の４点からなる例
題では正四面体構造がパーシステント写像
の境界を与え，そこから四面体を歪ませる方
向に追跡が可能であることが確かめられた．
その際に，徐々に対称性を落としながら歪ん
でいくことになるが，それぞれの対称性が壊
れていく段階で，ニュートン法の収束が段階
的に改善されることも確かめられた．さらに
相似変形に対応する変形はパーシステント
図内では対称性を壊す方向と横断的に交わ
る直線として与えられることも明らかにな
った． 
 さらにここで提案した追跡法をいくつか
の点で改善を試みた．まず理論的側面として
は，パーシステント図の生成元の個数が変化
するより一般的な状況で理論的枠組みを構
成した．アイディアはターゲット空間を無限
次元ベクトル空間とし，そこへのパーシステ
ント図の埋め込みを考えることで生成元の
変化に対応させる写像の構成を行なった．こ
こでターゲット空間としては単射性が保証
されているカーネル埋め込みを主に考察し，
特に Persistence Weighted Gaussian Kernel
と呼ばれる重み付きガウス型カーネルを用
いた．このカーネルは別プロジェクトで位相



的統計理論の構築を目指して開発されたも
のであるが，データの摂動に対するリプシッ
ツ安定性などの良い性質を有している．この
ような理論的な枠組みのもと，パーシステン
ト図の微小変形が誘導するポイントクラウ
ドの変化をヒルベルト空間上の勾配流とし
て扱い，そこから定まる極値問題として追跡
法を定式化しなおした．これにより既存の極
値問題解法を本手法に適用することで，最適
化理論ですでに開発されている高速解法が
使用可能となった． 
 また最適化法との接点が見出されたこと
から，パーシステント図に対する LASSO解析
の可能性についても研究をおこなった．
LASSO は近年スパースモデリングの分野で注
目されている L1 最適化法であり，得られる
最適解が疎構造をもつ．応用上は疎構造をも
つことで現象の理解にもっとも影響を与え
る因子の特徴づけを可能とし，このことから
現在幅広い分野で使われている．ここではパ
ーシステント図を説明変数とするデータに
対して線形回帰問題を考え LASSOを適用する
理論枠組とアルゴリズムの構築を検討した．
この際，パーシステント図のベクトル化には
パーシステントイメージとよばれる手法を
用いた．これはパーシステント図を平面上の
適当なグリッド分割上で定められるヒスト
グラムとみなし，各グリッド上での値を成分
値とするベクトルである．これによりデータ
解析に実用可能な LASSOを用いたスパース逆
問題解法のプロトタイプを提案することに
成功した． 
 ソフトウェアについては，萌芽研究とは独
立に開発を進めている位相的データ解析ソ
フトウェア「HomCloud」に組み込むモジュー
ルとしての開発を実施した．パーシステント
写像の構成は PHAT および DIPHA をもちいた
高速計算を実現することに成功した．その際，
微分写像に相当する情報を計算アルゴリズ
ムから抽出する必要があるが，この点につい
ても問題なく対応できた． 
 実データへの応用としてはタンパク質構
造解析およびガラスを含むソフトマターへ
の解析を実施した．特にシリカガラスの構造
解析では，階層的なリング構造のいくつかの
代表的な生成元に対して本研究課題で提案
された追跡法を適用し，ガラスの脆性と原子
配置幾何構造の関係解明についていくつか
の結果を得ることができた．  
 また本萌芽研究の発展課題として，ポイン
トクラウドからなる一般の測度距離空間上
での勾配流を扱う枠組みで逆問題を定式化
する試みにも着手している．この定式化では
ターゲットとするパーシステント図を実現
する方向に勾配流を構成するが，解の時間大
域解の存在や特異点の分類といった幾何解
析的な興味深い問題と関わってくる．またそ
れに伴いパーシステント図上での最適輸送
問題なども関わってくる．現在予備的な結果
が得られつつあるが，本萌芽研究のさらなる

展開として極めて興味深い方向性であると
思われる． 
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