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研究成果の概要（和文）：本研究課題の目的は、整凸多面体の正規性とδ列の解析である。代数的、および、組
合せ論的な側面から整凸多面体の正規性とδ列の関係を明らかにすることに焦点を絞った。具体的には、膨らま
せた整凸多面体のδ列がいつunimodalになるか？という問いに対して明確な解答を与えた。また、ミンコフスキ
ー和やfree sumなど、δ列の振る舞いと相性の良い組合せ論的操作に対して、整凸多面体の正規性の変化を詳細
に観察した。研究期間の３年間で、４本の学術論文、６回の学会発表、２冊の図書の執筆などを含めた様々な研
究成果をあげることが出来た。

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research project is the study of delta-vectors and 
normality of integral convex polytopes. The focus of this research is to study some relationships 
between delta-vectors and normality of integral convex polytopes from combinatorial and algebraic 
points of view. Concretely, for the question of which delta-vectors of dilated integral convex 
polytopes can be unimodal, a precise answer has been provided. Moreover, on the operations on 
integral convex polytopes, called Minkowski sums and free sums which work well for delta-vectors, 
the detailed studies of normality of Minkowski sums or free sums of integral convex polytopes have 
been developed. As the results of this project for three years, three research articles and two 
books have been written and six research talks have been given. 

研究分野： 代数的組合せ論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
  
整凸多面体とは、頂点の座標がすべて整数

であるような凸多面体のことを指し、様々な
分野に登場する重要な数学的研究対象であ
る。本研究の研究開始当初、整凸多面体の「正
規性」が非常に注目されていた。例えば、有
限単純グラフに付随するある整凸多面体の
正規性から「四色定理」の別証明が導かれる、
ということが判明したのが 2010 年前後の話
である。そのような学術的背景も踏まえ、正
規整凸多面体に関する詳細な研究に着手す
ることにした。 
 一方で、整凸多面体に関する重要な不変量
の１つである「δ列」は、整凸多面体に含ま
れる格子点の個数を反映した数え上げ函数
に関連する非負整数列であり、数え上げ組合
せ論において盛んに研究されている組合せ
論的対象である。さらに、整凸多面体のδ列
は「Ehrhart環」と呼ばれるCohen-Macaulay
次数付き環のｈ列とも解釈できるので、可換
環論（特に、トーリック環論）や代数幾何学
（特に、トーリック幾何）においても重要な
不変量である。 
 そこで、整凸多面体の正規性の研究に対す
る新たなアプローチとして、正規整凸多面体
のδ列を研究することにした。四色定理をも
導く整凸多面体の正規性が整凸多面体にと
っても“良い”性質であることは間違いなく、
δ列についても何か“良い”性質（例えば
unimodal 性など）が導かれることも大いに
期待される。組合せ論的にも代数的にも重要
な不変量であるδ列の観点から、整凸多面体
の正規性を観察する、というのが本研究を開
始した当初の学術的背景である。 
 
２．研究の目的 
  
上記の通り、本研究の目的は、整凸多面体

の正規性に関する研究の新たなアプローチ
として、正規整凸多面体のδ列を探究するこ
とにある。本研究における具体的な研究課題
として、正規整凸多面体のδ列に関する以下
の２つの研究課題（１）（２）に取り組む。 
 
（ １ ）正規 反 射的凸 多 面体の δ 列 の
unimodal 性の証明 
 
（２）正規整単体のδ列の特徴付け 

 
研究課題（１）に関して、反射的凸多面体

とは、トーリック多様体における「ミラー対
称性」の理論において本質的な役割を担う整
凸多面体の一種であり、近年盛んに研究され
ている極めて重要な整凸多面体の１つであ
る。さらに、整凸多面体が反射的凸多面体で
あることと整凸多面体のδ列が対称である
ことは同値であることがよく知られており、
δ列との相性も良い。そこで、整凸多面体の
正規性との関連に焦点を当てて反射的凸多

面体とそのδ列の研究を行うことは自然で
あり、興味深い結果が得られることが期待さ
れる。また、知られている反射的凸多面体の
例から、反射的凸多面体が正規であるならば
そのδ列が unimodal になる、ということは
以前から予想されていた。本研究課題はその
予想の解決に挑戦することを１つの目的と
している。 
研究課題（２）に関して、任意の整凸多面

体は整単体に三角形分割することが可能で
あり、その三角形分割とそこに現れる各整単
体のδ列から元の整凸多面体のδ列が計算
できるため、整単体は全ての整凸多面体の
“素”と言える対象である。一方で、整凸多
面体のδ列の特徴付けは、整凸多面体の数え
上げ組合せ論における重要な問題意識の一
つであり、代数的にも、Cohen-Macaulay 次
数付き環のｈ列の特徴付けは古くから研究
されてきた重要な課題である。本研究は整凸
多面体の正規性とδ列の関係を詳細にする
ことを目的としており、正規整単体に注目し
てδ列の特徴付けの試みは様々な観点から
も自然な着想である。 
 
３．研究の方法 
  
上記の２つの研究課題（１）および（２）

に対し、研究方法はいずれも共通して、具体
例の徹底的な計算から一般的な状況を予想
して課題の解決を試みる、という手法で研究
を進める。 
１つ目の研究課題（１）では、低い次元の

正規反射的凸多面体の具体例を多く構成し、
それらのδ列を計算し、δ列の unimodal 性
を確認する。５次元以下の反射的凸多面体の
δ列は一般に、正規性に拘わらず常に
unimodal になることが知られているので、６
次元以上の例を多く構成する必要がある。有
限グラフや有限半順序集合に付随する正規
反射的凸多面体を中心に考察を進め、δ列を
考察する。一般次元の場合の証明の際には、
類似の定理である「ｇ定理」を参考にする。
ｇ定理は単体的凸多面体のｈ列が unimodal
であることを主張しているが、反射的凸多面
体が正則 unimodular 三角形分割を持つなら
ばδ列が unimodal になることも、ｇ定理を
うまく適用することで証明できる。正則
unimodular 三角形分割の存在から整凸多面
体の正規性が導かれるので、ｇ定理の再考は
本研究においても極めて有効であると思わ
れる。ｇ定理の証明にはトーリック幾何や可
換代数学などの代数的な道具が使われてお
り、研究課題（１）の証明においても様々な
代数的アプローチが有効であると思われる
ので、必要に応じて様々な角度から証明を試
みる。 
２つ目の研究課題（２）に対しても、低い

次元の例を基礎とし、一般次元の場合の証明
に取り掛かる。一般に整単体は、Hermite 
normal form と呼ばれる下三角整数行列と対



応することが知られている。Hermite normal 
form を用いて整単体のδ列を考察すること
が有益であると思われるので、まずは整単体
の正規性を Hermite normal form の言葉で記
述したい。また、低い次元で多くの正規整単
体を構成し、δ列を計算することで、δ列の
特徴付けを行うための材料収集に努める。一
方で、整単体にはある種の有限アーベル群が
付随し、整単体のδ列もその有限アーベル群
を用いて計算でき、さらに、ある特別な場合
には有限アーベル群を線形符号と見なすこ
ともできる。有限アーベル群の加法的整数論
や符号理論の観点からも正規整単体のδ列
の研究を進める。加えて、２つ以上の整凸多
面体に対してミンコフスキー和や free sum
を取る操作は、δ列の計算と非常に相性が良
い。例えば、２つの整凸多面体の free sum
のδ多項式（δ列を係数に持つ多項式）は元
のδ多項式２つの積になる。正規整単体のδ
列の研究の一環として、正規整単体のミンコ
フスキー和や free sum とδ列との関連も考
察し、詳細な研究を行う。 
 
４．研究成果 
  
整凸多面体の正規性とδ列の関連につい

て、代数的及び組合せ論的側面からの研究を
展開した。主な具体的な研究成果として、４
本の学術論文を執筆した。１本目の論文[雑
誌論文④]では、ｎ倍に膨らませた整凸多面
体のδ列が unimodal になるような正の整数
ｎの最良の下限を整凸多面体の不変量を用
いて与えた。当該論文では、“unimodal 性”
よりさらに強い性質である“log-concave 性”
や“alternating increasingly 性”について
も注目し、詳細な研究を展開した。２本目の
論文[雑誌論文③]では、正規整凸多面体の代
数的側面の研究として、“almost Gorenstein”
と呼ばれる可換環論的性質に注目し、almost 
Gorenstein 次数付き環のｈ列について研究
した。整凸多面体のδ列は、Ehrhart 環と呼
ばれる Cohen-Macaulay 次数付き環のｈ列に
一致するので、[雑誌論文③]は本研究課題に
おける代数的側面からの研究結果であると
言える。３本目の論文[雑誌論文②]では、整
凸多面体のミンコフスキー和に注目し、整凸
多面体のミンコフスキー和がいつ正規にな
るか？という問いに対して、ある種の解答を
与えた。４本目の論文[雑誌論文①]でも、整
凸多面体の free sum に注目し、整凸多面体
の free sum がいつ正規になるか？という問
いに対する解答を与えた。ミンコフスキー和
や free sum は整凸多面体のδ列の性質を反
映しており、δ列との相性も良い。[雑誌論
文①、②]は正規整凸多面体のδ列の組合せ
論的側面からの研究成果であると言える。
[雑誌論文④]は現在国際雑誌に投稿中であ
り、残りの論文[雑誌論文①、②、③]は国際

雑誌に既に掲載、もしくは、印刷中である。
またこれらの研究成果は国内外の研究学会
等において口頭発表を行った[学会発表①～
⑥]。他にも、本研究課題に関連する研究活
動の一環として、２冊の図書の執筆も行った
[図書①、②]。 
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