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研究成果の概要（和文）：離散的な対象の幾何学は, 数学以外の自然科学における関連性から, その発展が期待
されている. 本研究は, 数学の内部における問題意識に焦点をあて, 関連分野の発展を目論んでいる. 特に, 近
年離散群やグラフ上の解析学の進展が目覚ましい. こうした進展は, 情報科学や統計物理学の数学的理解とも深
く関連している. 我々は離散群とグラフを基本的なテーマとして, その理解の幅を拡げることを目的とし, 新し
い離散群のクラスを導入し, 研究を行った. これによりこれまでいくつかの扱いが困難とされていた離散群の位
置づけを明確にすることが出来た. 

研究成果の概要（英文）：It is expected to develop geometry on discrete objects in connections not 
only to mathematics but also to other fields in natural sciences. Our research focuses on problems 
in mathematics and related fields, in particular analysis on discrete groups and graphs, as they 
form an active research area in recent years. The topic is also related to mathematical aspects of 
computer sciences and statistical physics. In order to deepen our understanding on discrete groups, 
we introduced a new class of groups, and have studied its basic property.
This clarified its relations to other well-studied groups which had been difficult to analyze.

研究分野： 離散群論

キーワード： 離散群　グラフ　調和関数
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１．研究開始当初の背景 
離散群及び、Lie 群の幾何学とランダムウォ
ークの境界挙動の研究は、古典的には 
Furstenberg(1971)の Poisson 境界(ポテン
シャル論における Martin 境界の測度論的
な対応物)による半単純 Lie 群の格子の剛性
が知られており、幾何学的群論と関わり現
在も多くの研究が行われている。これは、
それらの群上の非定数有界調和関数の存在
に関わる問題である。近年では、調和関数
から定まる境界のより精密な測度論的性質
や、ランダム媒質の幾何学的性質の解明(統
計力学に一つの根拠を持つ)という新しい問
題意識にも動機付けられ、ランダムな無限
グラフ(パーコレーション)など、種々のグラ
フの境界が研究されている。これらの無限
グラフをランダムウォークの境界という視
点から統一的に理解することは、自然な問
題設定であり、離散幾何解析の基本となる重
要な問題になると考えられる。 
 
２．研究の目的 
離散群、Lie 群上のランダムウォークについ
て Poisson 境界と調和関数について研究す
る。特にこれまで行ってきた可解 Lie 群と
Lamplighter群でのそれぞれ対応する問題を
発展させ、Hausdorff 次元、スピードなどの
重要な量の定量的評価を目指した、精密な
研究を行う。また、ランダム媒質の幾何学
的性質の解明という新しい問題意識のもと
に、Cayley グラフのパーコレーションについ
て無限クラスター上の調和関数を調べる。
これにより、無限グラフ、無限クラスター
の大域的構造について、ランダムウォーク
の境界という観点から統一的に理解した
い。さらにスケール極限の研究も継続して
行うことで、離散的な性格の強い物性物
理、生命科学などの周辺分野の研究をも見
据えて、広い視点から解析的基盤を作ること
を目的とする。 
 
３．研究の方法 
申請者の研究により多くの計算が可能であ
る 3 次元可解 Lie 群上のランダムウォーク
の Poisson 境界について、調和測度を中心
に調べる。特に調和測度の Hausdorff 次元
の精密な評価を行うことで、これまでの結
果の定量化を行う。これは主に海外共同研
究者と共に研究を進める。またここでの手
法を発展させることにより、パーコレーシ
ョ ン の 無 限 ク ラ ス タ ー に お け る 
Benjamini-Lyons-Schramm 予想を研究する。
特に Lamplighter 群の場合にこの予想を詳
細に調べ る。これにより、無限グラフのラ
ンダムウォークの境界についてランダム/ノ
ン・ランダムの比較研究を行う。さらに結
晶格子のスケール極限の理論である流体力
学的極限を非勾配的対称排他過程の場合に
調べる。特に、周辺分野の研究者と議論を
進めることで、物理的、生物的に意味のあ

るモデルを取り上げる。 
 
４．研究成果 
まず, 離散群上のポテンシャル論における
未 解 決 問 題 の 1 つである
Benjamini-Lyons-Schramm予想(1997年)につ
いて一定の成果を得た. 具体的には, すべ
ての非 Liouville 群についてある$p_0<1$が
存在して, すべての$p≧p_0$について無限
クラスターは非Liouvilleであることを示し
た . これは非常に弱い主張ではあるが, 予
想の一部を肯定的に示唆するものである. 
 
離散群上のランダムウォークの境界挙動に
ついての研究では, 双曲群上の調和関数に
ついての研究を行った. 
こ れ は グ ロ モ フ境 界 上 の 調 和 測 度 の
Hausdorff(Patterson-Sullivan)測度との絶
対連続性の必要十分条件をエントロピー・
ドリフト・体積増大度の不等式の等号成立
条件として与えたものである.これにはエン
トロピー不等式に対する応用がある.これと
関連して、グロモフ双曲空間に作用する群に
付随する調和測度の研究を行った. この研
究では調和測度の次元公式を最も一般的な
形で証明することに成功した. 応用として, 
体積が有限の負曲率リーマン多様体の正則
被覆について, それがグロモフ双曲的であ
るとき , その上のブラウン運動の調和測度
について同様の公式が成り立つことが分 か
った. また acylindrical 双曲群についても
同様のアイデアで次元公式を証明すること
が出来た.これは, 写像類群など語双曲的で
ない群も含む重要なクラスの群であるが, 
作用する空間が proper でないという困難が
生じる. この場合, グロモフ境界はコンパ
クトでないが, この次元公式から, 調和測
度の次元は有限であり, かつ正であること
が分かった. 
 
また従順群の研究では以下のような成果を
得た.Liouville 性の研究に関連して、離散ア
ファイン群という新しい群を導入した
(Jeremie Brieussel (Universite de 
Montpellier)と Tianyi Zheng (University of 
California, San Diego)との共同研究). 離
散アファイン群は正則ツリーの自己同型部
分群として定義され, 双曲平面における放
物型部分群(実数体のアファイン群)の離散
アナログである. ツリーの離散的な性格上, 
放物型部分群に対応する群のヴァラエティ
ー は (双曲平面とは違った意味で)豊富であ
る. 離散アファイン群は, 双曲平面でその
類似がない, ツリー特有の性質を反映して
いる. 我々は, この離散アファイン群の群
としての基本的な性質を明らかにし, また
(すべての対 称 生 成 系 に つ い て の ) 非 
Liouville 性を示し, さらに Poisson 境界の
決定を行った.さらにヒルベルト圧縮定数の
値を完全に決定することも出来た. 



 
これらの研究の他にも, ランダムディリク
レ級数の研究を行った.これはランダムな無
限級数の分布がいつ Lebesgue 測度について
絶対連続か, あるいは特異(連続)か, とい
う調和解析における基本的な問題に関わる
研究である.絶対連続の場合, 分布関数がど
れくらい正則か, 特異(連続)の場合, 分布
の Hausdorff次元はいくつか, ということが
問題になる.この研究の動機は, ある Lie 群
上のランダムウォーク に付随する調和測度
の解析にある.ここでは, 2パラメータを持つ
ランダムなディリクレ級数を問題にした(こ
の問題は極値統計学と関わるものである).
あるパラメータ領域で分布は絶対連続であ
り , さらにその中で, パラメータによって
密度関数が有界かつ連続, あるいは密度関
数が非有界になることを示した.この特別な
場合の分布の絶対連続性は, Jim Pitman によ
る問題への解答を与えている.証明には解析
数論(一様分布論)における Weyl-van der 
Corpu の補題を用いる.この成果は論文にま
とめられ, 出版された.  
また流体力学的極限の一般化についても研
究を行い, あるクラスの群に付随する被覆
グラフの塔において, 局所エルゴード定理
を導いた. 
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