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研究成果の概要（和文）：当研究課題は基本群の線形表現のなす空間と3次元多様体の非可換トーション不変量
の研究の相互発展を図った．その結果，3次元多様体を本質的に分解するような全ての曲面は，高次元表現のな
す空間の無限遠点から構成されることが明らかになった．また，トーション不変量を線形表現のなす空間の上の
関数と見做すことで，無限遠点から構成される曲面のホモロジー類が当関数のその点におけるある正則性によっ
て制限されることが見出された．更に，数論的位相幾何学の見地から，結び目に対して有限体上の2次元表現の
変形が定める新しいトーション不変量が導入された．

研究成果の概要（英文）：The project aimed at mutual development of the studies on spaces of linear 
representations of fundamental groups and non-abelian torsion invariants of 3-manifolds. As a result
 we showed that all surfaces essentially splitting 3-manifolds are constructed from points at 
infinity of spaces of representations of high dimensions. Regarding torsion invariants as functions 
on spaces of linear representations, we also discovered that the homology classes of surfaces 
constructed from points at infinity are restricted by certain regularity at the points of the 
functions. Moreover, from the point of view of arithmetic topology we introduced a new type of 
torsion invariants for knots defined from deformations of representations of dimension 2 over finite
 fields.

研究分野： 位相幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 トーション不変量は基本群の線形表現が
一つ与えられたときに定まる 3次元多様体の
不変量であり，基本群の非可換な情報をよく
反映し，トポロジーの多様な文脈に深く関わ
る研究対象である．トーション不変量のこれ
までの研究では，研究代表者を含む国内外の
研究者によって，まず第一に考えるべきであ
った，可換表現に付随する古典的な不変量が
持つ基本性質や応用の「非可換化」を図る研
究が進められ，当研究はほぼ完成したといえ
る． 
当分野が今後解決すべき課題は， 

(1)どの表現に付随する不変量を考えるべき
かという問題に解答を与えること， 
(2)基本群の高次元線形表現のモジュライ空
間の応用を基礎付けること， 
(3)不変量を非可換化したことで初めて現れ
る性質の探求 
である．およそ基本群の SLn-表現の共役類の
空間である SLn-指標多様体の視点を導入し，
トーション不変量をこの代数的集合上の正
則関数と捉え直して，表現の摂動に伴う不変
量の振る舞いを調べることが処方箋になる．
また，原隆氏との先行研究において確立され
た，SL2-指標多様体の無限遠点から 3 次元多
様体を本質的に分解する曲面（本質的曲面）
を構成するCuller-Shalen理論のSLn-指標多
様体の場合への一般化が足掛かりになる． 
 
２．研究の目的 
 本研究では，基本群の線形表現のモジュラ
イ空間と 3次元多様体の非可換トーション不
変量の研究を双方向的な視点から相互に発
展させることを目的とした．本研究によって，
研究が未成熟である，高次元線形表現のモジ
ュライ空間の低次元位相幾何学への応用が
促されることが期待される．上述の今後解決
すべき課題へのアプローチとして，次の研究
の発展を目指した． 
(1) SLn-指標多様体上の正則関数としてのト
ーション不変量の記述法とその性質を追究
する．特に，古典的な Culler-Shalen 理論へ
のトーション不変量の応用を図る．  
(2)n が 3 以上の場合に，SLn-指標多様体の無
限遠点に対応する 3次元多様体の分解を究明
する．特に，本質的曲面が構成されるための
十分条件と nが 2の場合には現れない分解の
例を見出す． 
 
３．研究の方法 
(1)トーション不変量を SLn-指標多様体上の
正則関数として扱う上で，寺嶋郁二氏との先
行研究において確立された，円周上の曲面束
のトーション不変量を，ファイバー曲面の理
想三角形分割に付随するクラスター代数と
呼ばれる複素数体上の代数によって，組み合
わせ的に記述する方法を用いた．また，
Dunfield，Friedl，Jackson によって結び目
の補空間に対して予想されていた，トーショ

ン不変量の一種であるねじれ Alexander 多
項式の Culler-Shalen 理論への応用可能性に
着目した．また，整数論における Galois 表現
に付随して定まる L 関数の研究の，3 次元多
様体論における類似的研究を試みた． 
(2) 3 次元多様体の一種であるザイフェルト
多様体の具体例に対して，SL3-指標多様体の
無限遠点と多様体の分解との対応を計算す
ることを試みた．Przytycki と Wise によって
示されていた，本質的曲面が定める基本群の
部分群の分離性に着目することで，基本群の
高次元表現の族を組織的に構成する方法を
見出した．また，SL2-指標多様体の場合に
Culler，Gordon，Luecke，Shalen によって
知られていた，無限遠点から構成される本質
的曲面の境界成分を指標多様体上の基本的
な関数の位数によって判別する方法の，一般
の SLn-指標多様体の場合への拡張を図った． 
代数幾何学の深い知識を要する局面では，

数論幾何学の専門家である原隆氏との議論
に十分時間を割くことで対応した．また，数
論的位相幾何学の専門家である森下昌紀氏，
丹下稜斗氏，寺嶋郁二氏と共同研究を行った．
更に，3 次元多様体及びトーション不変量の
専門家であるレーゲンスブルク大学の
Stefan Friedl 氏の研究室を訪問し，同研究室
に所属していた Matthias Nagel 氏とも共に
共同研究を行った． 
 
４．研究成果 
(1)Stefan Friedl 氏と Matthias Nagel 氏と
の共同研究において，3 次元多様体内の任意
の本質的曲面はあるnについてSLn-指標多様
体の無限遠点から構成されることを明らか
にした．SL2-指標多様体の無限遠点からは構
成されない本質的曲面があることは既に知
られていた．この研究によって，原隆氏との
先行研究における予想が肯定的に解決され，
高次元線形表現のモジュライ空間の 3次元多
様体論への応用に対する基礎付けが前進し
たといえる． 
(2) SLn-指標多様体の無限遠点から構成され
る本質的曲面が固定されたホモロジー類を
代表するための必要条件として，ねじれ
Alexander 多項式の最高次係数が誘導する
SLn-指標多様体上の関数の無限遠点におけ
る正則性に関するものを得た．これは結び目
の補空間とその SL2-指標多様体の場合に対
する Dunfield，Friedl，Jackson による予想
を肯定的に解決するもので，一般の 3 次元多
様体とその SLn-指標多様体の場合にまで，よ
り広く成り立つものであることが明らかに
なった． 
(3)トーラス境界を持つような 3 次元多様体
に対して，SLn-指標多様体の無限遠点から構
成される本質的曲面の境界成分は，境界トー
ラス上のループに付随する SLn-指標多様体
上の基本的な関数の無限遠点における正則
性によって判別できることを明らかにした．
これは SL2-指標多様体の場合に Culler，



Gordon，Luecke，Shalen によって知られて
いた結果を一般化するものであり，A 多項式
の一般化である SLn-A 多様体の新しい応用
を基礎付けることが期待される． 
(4)森下昌紀氏，丹下稜斗氏，寺嶋郁二氏と
の共同研究において，まず，結び目群の有限
体上の2次元表現の普遍変形に付随するねじ
れAlexander加群が適当な条件の下でねじれ
加群であることを示し，この加群の位数とし
てある L 関数を導入した．この性質は Mazur
が Galois 表現の普遍変形に付随する Selmar
加群に対して提唱していたものの結び目群
に対する類似的命題と見做せ，この L関数は
Selmar加群から定まる代数的p進L関数の類
似物と見做せる． 
 研究代表者が組織委員を務めた国際研究
集会The 12th East Asian School of Knots and 
Related Topics（東京大学, 2017 年 2 月）で
は，低次元位相幾何学に関連する諸話題を巡
って広く学術交流が行われた．集会には多く
の若手研究者が参加し，当該分野の今後の発
展に寄与したものと期待される．また，研究
代表者は 2014 年度と 2015 年度に東京工業大
学において東工大トポロジーセミナー，2016
年度と 2017 年度に東京大学においてトポロ
ジー火曜セミナーの世話人を務めた．これら
のセミナーの開催は，当研究の発展と大学院
生等の多くの若手研究者を含む学術交流の
ために大変有益であった． 
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