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研究成果の概要（和文）：　まず、次元が4以下であるトーリック・ファノ多様体で一様相対Ding安定であるも
のを完全に決定した。次に偏極トーリック多様体の一様相対K-安定性がmodified K-energyの強圧性を導くこと
を示した。また、偏極トーリック多様体が定めるDelzant多面体のデータを使った一様相対K-安定性の十分条件
を得た。この条件はトーリック・ファノ多様体においては相対Ding-安定性と同値である。特に相対Ding-安定な
トーリック・ファノ多様体は一様相対K-安定性であることが分かる。

研究成果の概要（英文）： Firstly, we clarified all the uniformly relatively Ding stable toric Fano 
manifolds whose dimensions are four or less. Next, we showed that the uniform relative K-stability 
for polarized toric manifolds implies the coercivity of the modified K-energy. Furthermore, we gave 
a sufficient condition for uniform relative K-stability by using the Delzant polytope corresponding 
polarized toric manifolds. For toric Fano manifolds, our sufficient condition is equivalent to the 
relative Ding-stability. In particular, we can see that the relative Ding-stability implies the 
uniform relative K-stability for toric Fano manifolds. 

研究分野： 複素微分幾何学

キーワード： 定スカラー曲率ケーラー計量　端的ケーラー計量　一般化されたケーラー・アインシュタイン計量　強K
-安定性　相対K-安定性　相対Ding-安定性

  １版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 コンパクトケーラー多様体上の既約な正
則ベクトル束に対して「Hermitian-Einstein 
計量を持つことと Mumford-Takemoto の意
味で安定であることは同値」であることがベ
クトル束における Hitchin-Kobayashi 対応
として知られている。その多様体版として、
偏極多様体に対して「偏極類が定スカラー曲
率ケーラー計量（以下 CSCK 計量という)を
含むことと K-安定であることは同値であろ
う」という予想が考えられ、これは現在
Yau-Tian-Donaldson 予想としてよく知られ
ている。この問題は近年ファノ多様体の場合
に Tian、Chen-Donaldson-Sun らによって
肯定的に解決された。一般の場合は「偏極類
が CSCK 計量を含めば K-安定である」こと
が Stoppa や満渕俊樹氏らによって示された
が、逆向きの予想は未解決であり、有効と思
われる証明の方針も知られてはいなかった。
また、CSCK 計量の存在を示すには K 安定性
では不十分であり、もっと強い安定性概念が
必要性なのではないかという議論もあり、実
際 Donaldson や Szekelyhidi、満渕氏らがよ
り強い安定性の概念を提唱していた。このよ
うに、一般偏極の場合は適切な安定性概念が
何であるかという所から見通しが明らかで
あるとは言えない状況であった。 
他方、CSCK 計量の種々の一般化に対して

も Yau-Tian-Donaldson 予想の自然な類似が
考えられている。満渕氏は CSCK 計量の一般
化の一つである端的ケーラー計量に対して
「偏極多様体に対して偏極類が端的ケーラ
ー計量を含むことと相対 K-安定であること
は同値であろう」という予想を提示して、端
的ケーラー計量の研究における一つの方向
を示した。ここでも、上述と同様に相対 K 安
定性よりも強い安定性概念に関する議論が
あった。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は大きく分けて以下の２つ
である。 
 
（１）Yau-Tian-Donaldson 予想において K
安定性よりも強い安定性概念として満渕氏
による強 K 安定性と Szekelyhidi, Dervan, 
Boucksom-久本-Jonsson らによる一様 K 安
定性が知られている。これらの安定性概念お
よびその K 安定性との関係を精密に調べ、
CSCK 計量の存在と同値になるような安定
性を明らかにする。また、端的ケーラー計量
の存在問題に対しては上記安定性の“相対
版”が考えられるが、これらについても同様
の問題を考える。 
 
（２）CSCK 計量および端的ケーラー計量の
存在と安定性が同値であることが証明され
たとしても、与えられた偏極多様体がそれら
の計量を持つか、あるいは安定であるかどう
かを判定することは別問題である。そこで、

計量の存在や安定性を実際に判定できる特
徴付けを確立する。例えば、偏極トーリック
多様体の（強、あるいは一様）K-安定性を対
応するDelzant多面体のデータによって特徴
付ける。 
 
３．研究の方法 
 
（１）偏極トーリック多様体の一様相対 K 安
定性について、久本氏が導入した被約 Jノル
ムを使って研究を行った。偏極トーリック多
様体の相対 K-安定性については Zhou-Zhu
による先行研究があり、端的ケーラー計量や
それを臨界点として特徴付ける modified 
K-energy との関係が知られている。我々は
この結果をさらに推し進めて一様相対 K-安
定性との関係にアプローチを試みた。また、
Wang-Zhu によって任意のトーリック・ファ
ノ多様体はケーラー・リッチソリトンを持つ
ことが知られているが、その端的ケーラー計
量版として「任意のトーリック・ファノ多様
体は端的ケーラー計量を持つか？」という問
題を考えることができる。実際、次元が 2 以
下のトーリック・ファノ多様体は全て端的ケ
ーラー計量を持つことが知られている。この
ことが高次元の場合にも成り立つかどうか
を考えるのは興味深い問題である。安定性の
観点からは「全てのトーリック・ファノ多様
体は（強、あるいは一様）相対 K-安定か？」
という問題も考えられるが、ここでも上述の
Zhou-Zhu の方法を使ったアプローチを試み
た。 
 
（２）2017 年初頭に、Yao によってトーリッ
ク・ファノ多様体上の一般化されたケーラー
計量の存在問題に大きな進展があった。一般
化されたケーラー計量とは満渕氏が導入し
たケーラー・アインシュタイン計量の一般化
であり、端的ケーラー計量ともケーラー・リ
ッチソリトンとも異なるものである。Yao は
トーリック・ファノ多様体に対して（一様）
相対 Ding-安定性を導入し、一般化されたケ
ーラー・アインシュタイン計量の存在と一様
相対 Ding-安定性が同値であることを証明し
た。（一様）相対 Ding-安定性は（一様）相対
K 安定性を導くことから、この結果は端的ケ
ーラー計量の存在との関係も示唆される。以
上のことに触発されて、最終年度はトーリッ
ク・ファノ多様体の一様相対 Ding 安定性に
ついて集中的に研究を行った。その方法は主
に Delzant 多面体上の凸関数の解析による。
また、計算機を使って具体的なトーリック・
ファノ多様体の（一様）相対 Ding-安定性に
ついて組織的な計算を行った。 
 
４．研究成果 
 本研究で得られた成果は以下の通りであ
る。 
 
（１）次元が 4以下であるトーリック・ファ



ノ多様体で一様相対 Ding 安定であるものを
完全に決定した。（齋藤俊輔氏、四ッ谷直仁
氏との共同研究。ただし次元が2の場合はYao
による）Yao の結果と合わせると、この結果
は次元が 4以下であるトーリック・ファノ多
様体で一般化されたケーラー・アインシュタ
イン計量を持つものを完全に決定したこと
になる。また、我々の分類からさらに次の事
実が得られた。（i）3 次元および 4 次元トー
リック・ファノ多様体で一般化されたケーラ
ー・アインシュタイン計量を持たないものが
存在する。このことは、トーリック・ファノ
多様体上には常にケーラー・リッチソリトン
が存在するという Wang-Zhu の結果と対照的
な結果であるといえよう。（ii）次元が 4 以
下である相対 Ding 安定なトーリック・ファ
ノ多様体は全て一様相対 Ding 安定である。
一般に相対 Ding 安定なトーリック・ファノ
多様体が常に一様相対 Ding 安定であるかど
うかは未解決である。ただし、多様体が特異
点を許容する場合には反例があることが Yao
によって知られている。この問題をさらに掘
り下げていくことは今後の課題としたい。以
上の結果は現在共著論文“Relative GIT 
stabilities of toric Fano manifolds in low 
dimensions”としてプレプリントサーバー
arXiv において確認することができる。 
 
（２）偏極トーリック多様体の一様相対 K安
定性が modified K-energy の J 汎関数に対す
るある種の強圧性を導くことを示した。さら
に、偏極トーリック多様体に対応する
Delzant 多面体のデータを使った一様相対 K
安定性の十分条件を得た。（齋藤俊輔氏、四
ッ谷直仁氏との共同研究）偏極トーリック多
様体の相対 K 安定性については Zhou-Zhu に
よる先行研究があり、対応する Delzant 多面
体のデータを使った十分条件が知られてい
る。我々はこの事実を推し進め、彼らの十分
条件がさらに一様相対K安定性を導くことを
示した。また、この十分条件に関連して次の
結果が得られた。（i）次元が 3以下であるト
ーリック・ファノ多様体で一様相対 K安定で
あるものを完全に決定した。（その中に端的
ケーラー計量を持たない 3次元トーリック・
ファノ多様体が含まれていたが、これは既に
Yotsutani-Zhou によって知られていること
だった）（ii）トーリック・ファノ多様体に
おいて、我々の十分条件は相対 Ding-安定性
と同値であることを示した。特に、トーリッ
ク・ファノ多様体において相対 Ding-安定性
が一様相対 K安定性を導くことが分かる。 
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