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研究成果の概要（和文）：曲面上の曲線の自己交差を測る演算であるトュラエフ余括弧積について研究した。特
に、リー理論における柏原-ヴェルニュ問題とトュラエフ余括弧積の関係を明らかにした。その結果、テュラエ
フ余括弧積の形式性が証明され、写像類群のジョンソン準同型の理論への応用が得られた。
一般デーンツイストと呼ばれる、曲面上の自己交差を持ちうる閉曲線に対するある代数的構成について研究し
た。特に、一般デーンツイストの幾何学的解釈を得ることを試み、あるホモロジーシリンダーが第一次近となる
という結果を得た。

研究成果の概要（英文）：The main object of this research project was the Turaev cobracket which is a
 topological operation measuring the self-intersections of curves on surfaces. In particular, we 
studied the relationship between the Kashiwara-Vergne problem in Lie theory and the Turaev 
cobracket. As a result, we established the formality property of the Turaev cobracket and obtained 
its application to the theory of the Johnson homomorphisms.
We also studied generalized Dehn twists, which is a certain algebraic construction associated to any
 closed curves on surfaces. In particular, we tried to clarify a geometric interpretation of 
generalized Dehn twists and partially succeeded in the sense that we obtained a first approximation 
of them in terms of homology cylinders.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 写像類群　ゴールドマン括弧積　テュラエフ余括弧積　ジョンソン準同型
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１．研究開始当初の背景 
曲面の写像類群は低次元トポロジーにおい
て重要な離散群である。写像類群は曲面上の
曲線の集合へ自然に作用する。この事実は写
像類群を代数的に記述するための有効な手
段を与えてきた。 
 こうした中、2010 年に始まる、河澄響矢
氏(東京大学)と代表者の共同研究において、
ゴールドマン・トュラエフ Lie 双代数を用い
た写像類群の研究へのアプローチが始まっ
た。曲面上の曲線の交差や自己交差を用いて
定義される Lie 括弧積と Lie 余括弧積が考察
の中心となる。Lie 括弧積についてはその簡
明な表示が得られること(ゴールドマン括弧
積の形式性)が河澄氏と代表者の共同研究に
より判明していた。残された中心的課題は、
トュラエフ余括弧積と呼ばれる、Lie 余括弧
積の構造の解明であった。 
 
２．研究の目的 
写像類群の研究では、単純閉曲線を利用する
議論が有効であることが多い。本研究では、
上に述べたトュラエフ余括弧積の構造の解
明を中心に、単純とは限らない閉曲線とその
自己交差に積極的に着目することで、写像類
群の新たな知見を得ることを目指した。 
 
３．研究の方法 
（１）河澄響矢氏と研究協力を行い、トュラ
エフ余括弧積の簡明なテンソル表示を求め
ること(トュラエフ余括弧積の形式性問題)に
ついて研究した。当初は計算機実験により研
究の方向性を探る作業が中心であったが、平
成 27 年度の秋から、ジュネーブ大学の A. ア
レクシーブ教授、大学院生の F. ネフ氏との
共同研究が始まり、発展した。曲面の種数が
0 の場合にリー理論における柏原・ヴェルニ
ュ問題を用いてトュラエフ余括弧積の形式
性問題を解くこと、また、柏原・ヴェルニュ
問題を高種数の曲面に一般化することにつ
いて研究を行った。  
（２）G. マシュヨー氏(ストラスブール大学/
ブルゴーニュ大学)と研究協力を行い、一般デ
ーンツイストと呼ばれる、曲面上の自己交差
を持ちうる閉曲線に対するある代数的構成
について、幾何学的解釈を得ることについて
研究を行った。 
 
上記（１）（２）においては、写像類群のジ
ョンソン準同型の理論との関連・およびこの
理論への応用を常に念頭におきながら研究
を進めた。 
 
４．研究成果 
（１）トュラエフ余括弧積の形式性問題につ
いて。上に述べた、河澄氏、アレクシーブ教
授、ネフ氏との共同研究の結果、トュラエフ
余括弧積と柏原-ヴェルニュ問題との関係に
ついて大きな進展を得た。まず、種数 0 の曲
面については、柏原-ヴェルニュ問題の解を用

いると、トュラエフ余括弧積の形式性、つま
り、それがシェドラーの余括弧積に一致する
ということが証明された。また、柏原-ヴェル
ニュ問題の二番目の条件(ある種のコバウン
ダリー条件)についての位相幾何学的な解釈
が得られた。次に、この結果をふまえ、高種
数の曲面に対する柏原-ヴェルニュ問題の定
式化を行った。この問題の解を用いると高種
数の曲面上のトュラエフ余括弧積の形式性
が示されること、この問題に解が存在するこ
とを示した。また、高種数の場合の柏原-ヴェ
ルニュ問題の解全体の構造を明らかにした。
高種数の曲面上では、曲面上のフレイミング
の存在、柏原-ヴェルニュ問題の二番目の条件
に種数が寄与する項があることが見いださ
れ、種数 0とは異なる様相も明らかになった。
また、トュラエフ余括弧積の形式性を、写像
類群のジョンソン準同型の理論に関して応
用した。具体的には、榎本・佐藤トレースと
呼ばれるジョンソン準同型の像についての
制約の位相幾何学的な解釈を与えた。 
以上の結果により、トュラエフ余括弧積の

形式性問題については一つの決着を付ける
ことができたといえる。結果の概要について
論文⑤に発表し、種数 0 の場合の結果につい
ては論文②に発表した。高種数の場合の結果
についてはプレプリント”Anton Alekseev, 
Nariya Kawazumi, Yusuke Kuno and 
Florian Naef, The Goldman-Turaev Lie 
bialgebra and the Kashiwara-Vergne 
problem in higher genera, 
arXiv:1804.09566 (2018)”にまとめた。 
（２）マシュヨー氏との共同研究の結果、ホ
モロジーシリンダーと呼ばれる 3次元多様体
論におけるある構成により、一般デーンツイ
ストのしかるべき意味での第一次近似が得
られた。具体的には、ジョンソン準同型を用
いて両者を定量的に比較し、値が一致するこ
とを示した。結果は論文にまとめている途中
である。 
（３）その他の結果。3 価ファットグラフス
パインの、曲面のホモロジー群に値を持つ不
変量について研究した。これはある種の二次
不変量であり、タイヒミュラー空間の組合せ
構造に関係している。結果は論文④に発表し
た。福原真二氏(津田塾大学)との研究協力に
より、カウフマン括弧積を用いて曲面上の曲
線の自己交点数を評価する研究を行った。結
果は論文③に発表した。福原氏、河澄氏との
研究協力により、曲面上の曲線の自己交差に
着目するトポロジーからのアイデアを用い
て、ベルヌーイ数を二項係数により表す公式
を得た。結果は論文①に発表した。 
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