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研究成果の概要（和文）：制御問題などに現れる確率微分方程式は、その係数がしばしば不連続になる。このよ
うな確率微分方程式の解は従来の解析の手法では、その性質を調べることが困難である。また境界条件のある確
率微分方程式の解も従来の手法を用いることが難しい。本研究では、このような従来の手法を直接適応すること
が困難な確率微分方程式の解を対象に、解析の手段を提案することを目的とした。研究成果として低次元の確率
微分方程式の解については、その密度関数を持つための十分条件を与えることができた。また、パラメトリクス
の手法を適応することで境界条件付き確率微分方程式の解と、その局所時間の組の分布についても、具体的な表
現を与える公式を示した。

研究成果の概要（英文）：Stochastic differential equations with singular coefficients often appear as
 solutions to stochastic control problem.　It is difficult to investigate such a stochastic 
differential equation because of its singularity. Analysis for Stochastic differential equations 
with boundary conditions have also similar problems. 
In this research, we have tried to establish a method to investigate such stochastic
differential equations with singularity. We have obtained two main results: first we have given 
sufficient conditions where the distribution of the solution to stochastic differential equation 
with singular drift admit a transition density. We also see the Holder continuity of the transition 
density in space variable. Second, by using parametrix methods, we have obtained  a representation 
formula for the distribution of the coupled solution to stochastic differential equations with 
reflecting boundary condition. 
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１．研究開始当初の背景 
確率微分方程式は自然科学、社会科学の様々
なモデルを記述するために用いられている。
そのため、分布の絶対連続性や、密度関数の
評価、シミュレーションの方法といった様々
な研究が行われている。これらの研究の多く
は確率微分方程式の係数が滑らかであるこ
とを仮定している。一方で応用上は係数が滑
らかでない確率微分方程式がしばしば現れ
る。例えば確率制御問題や最適化問題などの
解は係数が不連続なものが現れる。また適当
な可積分性のある確率変数が与えられたと
きに、その確率変数と同分布になるような確
率 微 分方程 式 の解を 構 成する 手 法 は
Mimicking と呼ばれ、統計学への応用の観点
から近年活発に研究されているが、この分野
においても係数が不連続な確率微分方程式
が現れる。このような係数が不連続であるよ
うな確率微分方程式については、その特異性
から従来のマリアバン解析などの手法を適
用することが難しい。また、境界条件付きの
確率微分方程式や、到達時刻確率過程の最大
値などの確率変数も応用上、非常に重要であ
るが、このような確率変数もマリアバン解析
などの従来の解析の手法を用いて分布の滑
らかさの研究などを進めることは難しい。そ
こで、新しい解析の手法がさまざまな研究者
によって提案されていた。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は上述したような特異性があ
る確率変数に対する解析の手法を提案し、い
くつかの具体的な例で分布の絶対連続性や、
密度関数の滑らかさについて研究を行うこ
とである。 
 
３．研究の方法 
測度変換とパラメトリックスを用いる方法
の二通りの手法で研究を行った。とくに、係
数が不連続な確率微分方程式の解について
は、測度変換の手法を用いた。また、境界条
件付き確率微分方程式の解については、その
解と局所時間の組に対して、パラメトリック
スの手法を適応することを考えた。 
 
測度変換の手法ではドリフト項が不連続

であるような確率微分方程式を考えた。ギル
サノフの定理により、不連続なドリフト項を
取り除くことが出来る。このドリフト項を取
り除いた確率微分方程式の解については密
度関数の存在など従来の手法を適応するこ
とが出来る。一方で、ラドンニコディム微分
に不連続なドリフト項が現れる。このラドン
ニコディム微分の特異性が（不連続なドリフ
ト項を取り除いた）確率微分方程式にどのよ
うな影響を与えるかを調べることで、不連続
なドリフト項をもつ確率微分方程式の解析
を行った。 
 
パラメトリックスの手法はもともと偏微

分方程式の解の構成のために Levi によって
提案されたものである。近似的な逆作用素が
満たす積分方程式から基本解の級数表現を
与えることで、解の構成をするのである。近
年はこの基本解の級数表現に現れる項を確
率論的に表現しなおすことで、確率微分方程
式に対応する半群の級数展開を与え、モンテ
カルロ法によるシミュレーションへ応用す
るといった研究が様々な研究者によってな
されている。本研究では、この手法を境界条
件付きの確率微分方程式に応用してその半
群や、密度関数の表現公式を与え、シミュレ
ーションを行った。 
 
４．研究成果 
係数が不連続な確率微分方程式の解につい
ては測度変換を用いて、密度関数が存在する
ための十分条件を与えた。また、弧の十分条
件の下では、密度関数がヘルダー連続性も持
つことが示せた。研究の方法のところでも述
べたように、ギルサノフの定理を用いて解析
を行った。特に、特異なドリフト項を持つ確
率微分方程式の解の特性関数を評価する際
に、ギルサノフの定理を用いて特異なドリフ
ト項を取り除くのであるが、ラドンにコディ
ム微分に不連続なドリフト項が現れること
が問題となる。そこでラドンニコディム微分
を確率テイラー展開して、得られる各項の期
待値の計算を精密に評価する必要があった。
ラドンニコディム微分の各項は多重ウィー
ナー積分を用いて表されるため、多重ウィー
ナー積分と特性関数に現れる指数関数との
内積（二乗か積分確率変数がなすヒルベルト
空間の内積）を工夫して計算した。特に多重
ウィーナー積分の項が、マリアバンの意味で
の微分の共役作用となっていることから、部
分積分の公式を用いて特性関数の無限遠点
での退化のオーダーを評価した。このことに
よって、特性関数が重みを付けた二乗可積分
空間に属することが分かり、ソボレフ空間の
一般論を用いることによって、ドリフト項が
不連続である確率微分方程式の解の分布が
密度をもつための十分条件をあたえること
ができた。 
この結果は論文としてすでに掲載されてい
る。 
 この結果の良い点としては密度関数が空
間全体で存在し、ヘルダー連続であることが
示せる点である。一方でこのような大域的な
結果が得られる代わりに、我々が与えた十分
条件の制約は非常に強くなってしまった。こ
の点が課題として残された。特に 1 次元、2
次元ではドリフト項が不連続な確率微分方
程式で、我々が与えた十分条件を満たす例を
挙げることが出来るが、3 次元以上の確率微
分方程式で、我々が与えた十分条件を満たす
ものは、係数が連続なものに限られてしまう
ことが分かった。特性関数の可積分性という、
大域的な性質を示すため、強い制約が必要と
なってしまったのである。Benes, Shepp and 



Witsenhausenらの研究では1次元確率微分方
程式でドリフト項が原点で不連続なものを
扱っており、密度関数の具体的な表現を与え
ている。その密度関数は原点を除いて微分可
能であるが、原点では微分不可能（原点で右
微分、左微分は存在するが一致しない）こと
がわかる。高次元の確率微分方程式の解の分
布についても、このような局所的な密度の存
在や滑らかさの議論をすることが一つの課
題として残った。 
 
境界条件付き確率微分方程式については、

非負値の確率微分方程式で、原点では反射の
境界条件をつけたものを扱った。この確率微
分方程式に対応する半群のパラメトリック
スを用いた表現公式と、解の密度関数の表現
公式を与え、さらにそのシミュレーションを
行った。この結果は紀要論文として発表され
ることが決定している。 
また、その解と局所時間を組にした場合の

分布についての表現公式についても研究を
行った。確率微分方程式の解の出発点が正の
領域にある場合、解が原点に始めて到達する
までは局所時間は 0に留まる。そのため、解
と局所時間を組にしてできる確率過程の任
意の時刻での分布は得意になることが分か
る。従来のパラメトリクスを用いた手法の多
くは、確率微分方程式の解について推移密度
関数が存在することが想定されている。本研
究で得た結果の特徴的な点は、局所時間の特
異性も含めて分布の表現公式を与えたとい
う点である。もっとも素朴なスカラハード方
程式の解からも推察できるように、原点で反
射条件を付与した境界条件付き確率微分方
程式の解の推移密度関数は、原点に到達した
瞬間に消滅してしまう部分と、原点から出発
する境界条件付き確率微分方程式の分部に
分解される。原点に到達した瞬間に消滅する
部分の分布は、局所時間について特異性（デ
ィラックのポイントマス）を持っているが、
確率微分方程式の解については絶対連続と
なっている。また、原点から出発する境界条
件付き確率微分方程式の分部は局所時間も
含めて絶対連続になっていることが期待で
きる。実際我々は、係数について比較的一般
的な条件の下で、パラメトリックスの手法を
用いることで、確率微分方程式の解と局所時
間の組の任意の時刻での分布が、上述の２つ
の部分に分解できることを示し、これら２つ
の分部それぞれの推移密度に対して表現公
式をあたえた。この公式は級数展開の形にな
るが、原点を除き一様に収束することが分か
る。また、2 つの推移密度関数それぞれにつ
いて、初期値に関する微分可能性を示すこと
が出来た。この結果は現在、論文にまとめて
投稿の準備を進めている。 
この研究では、密度関数の初期値に関する

微分可能性を示すことが出来たが、密度の変
数についての微分可能性を示すことまでは
出来なかった。これは、係数について「拡散

係数はヘルダー連続で、有界かつ非退化」と
しており、また「ドリフト項については有界
可測」という条件のみを仮定しているためで
あり、この条件をもう少し制限することで、
確率微分方程式の解だけでなく、局所時間に
ついても連続性や微分可能性を示すことが
可能になると予想できる。この点は今後の課
題として残されている。 
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