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研究成果の概要（和文）：非線形熱拡散方程式における特異性発生の機構についての研究を行った。特異性とは
主に、解の値が無限大に発散する現象を指す。特異性には、個々の方程式が持つ特性が顕著に現れるため、特異
性を調べることは方程式に潜む新たな現象や法則を解明することになる。本研究においては、主に空間次元が11
次元など高次元の場合の特異性の発生について解析した。従来までの理論を拡張し、より広いクラスの非線形問
題を扱うことで、これまでには見られなかった新しい特異性を持つ解をみつけた。

研究成果の概要（英文）：We studied the mechanism of singularities for nonlinear diffusion equations.
 Since singularities include much information about the character of each equation, we can 
understand new phenomenons hidden in the equation. In this study, we focused on singularities 
appearing in diffusion equations for a higher dimension. We extended conventional theories and 
treated wide class of nonlinear problems. Consequently, we found a new type of singularity.

研究分野： 非線形偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
非線形偏微分方程式では、時間経過ととも

に解に特異性が生じることがある。これは非
線形効果によって解が強く変形されるため
に起こる現象である。その典型的なものは、
解自身の値が無限大に発散する爆発現象で
ある。常微分方程式 などがその簡単
な例を与える。解の特異性には、個々の方程
式が持つ特性が顕著に現れるため、特異性を
調べることで方程式に潜む新たな現象や法
則を解明することが可能となる。そのため
『どのように爆発するか』という問題が重要
になる。この問題に対して、儀我氏・コーン
氏の一連の論文（１９８０年代）が一つの答
えを与えた。その中で彼らは、方程式の持つ
スケーリング対称性が爆発時における解の
振る舞いを決定する要因であることを明ら
かにし、その定式化を行った。その後、メル
ル氏・ザーグ氏らをはじめとする研究者によ
ってより洗練されたものに改良され様々な
方面に応用された。 
一方ヘレロ氏・ベラスケス氏（１９９４年）

によって、空間次元が１１次元以上の場合に
上述の論文では説明できない本質的に性質
の異なる爆発が存在することが示された。こ
れは空間次元が高くなるにつれて、非線形方
程式の解のダイナミクスが複雑化していく
ことを意味している。この研究以降、空間次
元や非線形強度と爆発の関係性についての
研究が現在に至るまで数多くなされてきた。
しかし、それらの研究は球対称性など条件を
課したものが多く、より広いクラスの非線形
問題を理解するには不十分である。これらを
踏まえ、連立方程式系など従来の理論では扱
うことのできなかった非線形問題に対して、
爆発の機構を解明するための理論構築が必
要だと考え、本研究を行うに至った 
 
２．研究の目的 
本研究では、より広いクラスの非線形問題

における爆発現象の解明を目指して、以下に
挙げる二つの具体的な問題に取り組んだ。こ
れら二つの問題に対して、爆発時における漸
近挙動の解析手法を改良・再構築し、空間次
元や非線強度と解のダイナミクスとの関係
性を解明することを目的とした。ここで得ら
れた手法や結果を従来のものと照らし合わ
せ、それらの相違点を明らかにしていく。 
（１）複素数に値をとる二次の非線形項をも
つ熱方程式では、グオ氏・二宮氏らの研究（２
０１３年）によって、解を複素化することで
爆発解が不安定化することが報告されてい
た。これは単独の方程式の場合には見られな
い現象である。応募者はこの論文を踏まえ、
連立方程式系特有の爆発にはこれ以外にど
のようなものがあるのかという問いを立て、
この問いに対する発見的考察とその理論構
築を目指した。その中でも、爆発時において
連立方程式系の各成分同士が互いにどのよ
うに影響し合うのかという点に着眼した。 

（２）境界上に非線形性をもつ熱拡散方程式
では、方程式の空間非対称性から球対称解は
存在しない。そのため、従来の解析手法が適
用できず、空間次元が高い場合や非線性が強
い場合の爆発についてはほとんど何もわか
っていなかった。そこでまずは、ヘレロ氏・
ベラスケス氏の理論を改良・拡張し、本問題
においてどのような爆発が起こり得るのか
を調べた。 
 
３．研究の方法 
研究の目的で述べた二つの方程式に対し

て、以下の（１）～（３）の内容に取り組ん
だ。その解析方法は、まずは各方程式が持つ
固有の現象に対する発見的考察（形式レベル
の接合漸近展開など）を行い、それを数学的
に定式化するという手順をとった。数学的定
式化においては、従来の単独の方程式の理論
と比較しながら、できるだけ広いクラスの非
線形問題に適用できるように従来の理論を
拡張し整備した。 
（１）複素数に値をとる半線形熱方程式の爆
発点の特徴付けを行った。上述にあるように、
解を複素化することで爆発解が不安定化す
るが、この性質をより詳細に観察し応用した。
爆発点を調べるためには漸近挙動の解析が
不可欠であり、その際には従来の単独の方程
式に対する理論を幾つか応用した。 
（２）複素数に値をとる半線形熱方程式の同
時・非同時爆発の解明を行った。これまでに
も連立方程式系における同時・非同時爆発の
研究はあったものの、その機構が比較的わか
りやすいものが多かった。ここでは連立系に
したことで生じるより複雑な機構をもつ爆
発について考察した。従来の単独の方程式に
対する理論を拡張し、連立系における爆発解
の漸近挙動を解析した。 
（３）非線形境界条件下での熱拡散方程式に
おける空間高次元の場合の爆発解の漸近挙
動を解析した。空間高次元の場合には、非球
対称性を本質的に扱うことが不可欠である
が、その点が克服できていなかったため、爆
発については何もわかっていなかった。そこ
で本研究では、解を球対称部分とそれ以外の
部分に分けて考え、球対称部分については従
来の理論を応用し、残りの部分については新
たな解析を行った。 
 
４．研究成果 
上記の研究の方法に沿って述べる。 

（１）複素数に値をとる解に対して、爆発点
の位置が解の虚部の零点を用いて特徴付け
できることを示した。これはグオ氏・二宮氏
らの研究の局所版に対応するもので、彼らの
論文の中で示された本質的な性質だけ抜き
出したものである。この結果は、二成分系と
して爆発が起きているものの、爆発点におい
て虚数成分はその値が0になっているという
点で、複素化された方程式の解の爆発は非常
に繊細であることを意味している。そのため



増大度評価などの基本的な性質についても
未だわかっていないことが多い。 
（２）複素数に値をとる半線形熱方程式に対
して、二種類の同時・非同時爆発解の構成に
成功した。従来までの同時・非同時爆発につ
いての研究と比べると、一つの方程式系にお
いて同時・非同時爆発が両方とも現れるとい
う点で新しい。まず一つ目の爆発については、
常微分方程式の解に摂動を加え、摂動パラメ
ータを調節するという手法を用いた。この手
法自体は標準的であるが、定式化の段階で連
立系を考慮した新たな接合公式を導いた点
が新しい。更にこの爆発解の各成分の形状と
増大度を調べることで同時爆発と非同時爆
発を分類した。二つ目の爆発は、空間高次元
特有の問題を扱った。連立系ではある種の単
調性が成立しないため、空間高次元の解析は
困難であったが、本研究ではこの点を克服す
ことができた。それは解の単調性定理（比較
定理）について、その（適当な条件下での）
局所版を得ることができたためである。この
手法は連立系を扱うときに便利な道具にな
ると期待できる。 
（３）非線形境界条件下での熱拡散方程式に
おいて、空間高次元の場合の定常解構造を明
らかにし、その性質を応用することで、空間
高次元における爆発解を構成することに成
功した。まず定常解の研究において、非線形
強度を変化させていくとある臨界値が存在
し、その臨界値を境に定常解の解構造が変化
することを示し、更に交点数についても調べ
た。優臨界問題の非球対称解に対して、定常
解構造を明らかにした点が新しい点である。
ここでの手法は、一般の非球対称な問題に対
しても応用可能であり、安定性解析において
新たな解析手法を与えている。続いてこの定
常解の安定性定理とヘレロ氏・ベラスケス氏
の理論を組み合わせて、非球対称な爆発解を
構成した。本研究の核心部は、定式化におい
て解を球対称部分とそれ以外の部分に分け
て考察した点にある。ここでの理論は、従来
の冪乗型非線形熱拡散程式を含むより広い
クラスの方程式に適用可能であり、これまで
扱えなかった空間高次元の爆発問題の解析
において新たな解析手法を提示している。 
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