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研究成果の概要（和文）：感受性個体，感染個体，回復個体など，感染症流行を特徴付ける個体を未知関数とす
る時間遅れをもつ感染症モデルの解の漸近挙動に関する成果を得た．特に，回復個体の免疫損失，感染齢や地理
的環境を考慮したパッチ構造など，現実の感染症流行を調べるために一般化されたモデルを構築し，非感染平衡
点や感染平衡点の大域安定性を分類できた．本理論は，細胞傷害性 T 細胞の体液性応答や細胞性免疫応答を考
慮したウイルスモデルの安定性解析にも応用された．また，個体群動態および個体差がもたらす個体の成長速度
を含む内的不確実性を考慮したモデルを提案し，個体の最適生活史スケジュール問題と群動態理論を統合した．

研究成果の概要（英文）：We obtained a several results for the asymptotic behavior of epidemiological
 models with delays characterizing disease transmission by infected individuals.
We did not only construct a generalized model incorporating immunity loss of recovered individuals, 
infection age and geographical spread of infectious diseases, but also established conditions under 
which each of a disease-free equilibrium and an endemic equilibrium is globally asymptotically 
stable. Our methods are also applied to analyze the dynamical behavior of a virus model with 
cell-mediated, humoral immune responses. In addition, in order to investigate the relationship 
between the life schedules of individuals and population size, we proposed equations on adaptive 
life strategies in r/K selection where density effects are absent or present. Our theoretical 
results indicate that the diversity of life strategies arises due to the effects of density and 
internal stochasticity.

研究分野： 力学系の安定性
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１．研究開始当初の背景 
 生命現象を特徴づける要素の長期的な挙
動を調べるためには数理モデリングを用い
た定性的な理論構築は必要不可欠であり，遅
延微分方程式や偏微分方程式を含む非線形
微分方程式系に加え，関連する差分方程式に
よって記述される数理モデルの解のダイナ
ミクスの研究が広く行われてきた．特に，
Kermack, McKendrick (1932) のコンパー
トモデルの研究に端を発する人口集団にお
ける感受性個体，感染個体，回復個体等の個
体数により特徴付けられる感染症モデルの
中でも，感染潜伏期間を考慮した時間遅れを
もつ研究を主たる課題の一つとする．基本再
生産数と呼ばれる閾値と 1 との大小によっ
て，モデルの解が初期条件によらずに非感染
平衡点あるいは感染平衡点へ収束するため
の条件を調べることは，時間遅れが無い場合
に用いられた Lyapunov の直接法や Dulac 
の判定法などの議論の応用を踏まえたとし
ても難しい課題とされてきた．その後，
Takeuchi, Ma, Beretta (2000) をはじめとす
る多くの論文によって Lyapunov 汎関数を
独自に構成することで，各平衡点が大域漸近
安定であるための条件が導出されるように
なった．しかし，感染症モデルの基本形とな
る SIR モデルでさえ，時間遅れをもつ場合
の平衡点の安定性解析については 2010 年に
なって McCluskey (2010) によってようや
く完全に解決されたことから，回復個体の免
疫損失，感染流行の地理的拡大や感染してか
らの経過時間などを含めたより現実的なモ
デルへの応用可能性が，多くの研究者からの
注目を集めつつ近年まで期待されてきた背
景がある． 
 
２．研究の目的 
 本研究は，自然界に見られる個体数の増減
をはじめとする時間発展に伴って変化する
現象の数理的な理解にとどまらず，感染症の
流行抑止や種の保存などの様々に設定され
た生物学的な課題に取り組み，数学と生物学
の両方向にまたがる議論や問題を提起する
ことを目的とする．特に，１で議論したよう
な人口集団を感受性個体，感染個体，回復個
体等などのいくつかのコンパートメントに
分類して得られる感染症モデルのもつ定常
解の安定性に着目しながら，時間経過に伴う
疾病の流行予測および流行根絶課題の解決
に上記の定性理論を応用することも見据え
て，解の漸近挙動に関する研究を進める． 
 
３．研究の方法 
 
＜１＞回復個体の免疫損失を考慮した SIRS 
モデルなどの感染症モデル 
各変数の上極限と下極限の不等式評価値

を用いて構成された反復列が感染平衡点に
収束するための係数条件を得る単調反復法
や Lyapunov 汎関数の構成法の組み合わせ

などの方法により, 基本再生産数が 1 より
大きいときに感染平衡点が大域漸近安定で
あるための条件を明らかにする．さらには，
感受性個体と感受性個体の新規感染の過程
を記述する接触項が非分離型である場合に
も, 平衡点の周りでの線形化方程式系の固
有値解析を行うことで，感染平衡点の安定性
が切り替わり解の分岐が引き起こされるた
めの閾値条件も明らかにする． 
 

＜２＞体液性・細胞性の免疫応答を考慮した
ウイルスモデルへの応用 
このテーマにおける時間遅れをもつモデ

ルの解の漸近挙動に関する定性理論は，Yan, 
Wang (2012) や Yuan, Zhou (2013) を土台
として，多くの論文によって提案されている．
一方, 体液性や細胞性の免疫応答を考慮し
たモデルについては, 基本再生産数が 1 よ
り大きい場合には複数の感染平衡点が存在
するために，解の挙動が明らかにされず，非
感染細胞の HIV 感染に伴う感染細胞数の動
態に関する終局的な解の振る舞いについて
未解決とされる問題が多かった．特に，双線
形感染項，Beddington-DeAngelis 反応項を
含むような感染細胞の新規生成量を表した
「非分離型の」接触項に関しては，感染平衡
点の大域安定性条件について知られている
結果がきわめて限定的であった．このような
問題に対しても，各平衡点に対する安定性条
件の導出を目標として，＜１＞で議論した 
Lyapunov 汎関数の構成法などの手法を応用
する． 
 
４．研究成果 
 
（１）感染症モデルの漸近挙動 [1,2,3,4,7] 
 感受性個体の新規感染を規定する感染接
触項に関する再生方程式や, 対応する偏微
分方程式系の解の漸近挙動に関する近年の
結果を述べながら, SIRS モデル等に見られ
る cyclic な個体の性質変化が与える感染
平衡点の安定性に関する未解決課題の解決
に取り組んだ. 特に, 感染伝達係数が有界
変動である仮定の下で, 感染齢 (感染から
の経過時間) に関する重積分の順序交換を
行うことで, 上で述べた再生方程式が連続
型あるいは離散型の遅延方程式に書き直さ
れることも明らかにした. さらには, 感染
致死を考慮した再生方程式においても, Chen 
et al. (2014) が得た感染平衡解が安定であ
るための十分条件を改善した [1]．また，グ
ラフ理論のアイデアと Lyapunov 関数の構
成法を組み合わせることによって，感染流行
の地理的拡大を考慮したパッチ構造をもつ
多状態 SIR 感染モデルの解の安定性に関す
る新たな結果を得た．具体的には, 感染接触
項に現れる感染伝達係数が大きいならば, 
感染平衡点が大域的に漸近安定であること
を示した [2]．これらの研究手法を，relapse 
of infection (感染から回復した直後の再感



染) あるいはコンパートメント間の移動に
かかる時間を考慮したモデルの解の安定性
解析にも応用した [3,4]．さらには，感染者
が免疫を持たない形で感受性個体に戻り，再
感染のリスクを持ち続けるような仮定を考
慮した SIS 感染症モデルにおいて，非感染
平衡点が大域漸近安定であるための新たな
十分条件も得た．この結果に加えて，Paulhus, 
Wang (2015) における安定性条件を組み合わ
せることで，非感染平衡点と感染平衡点の大
域漸近安定性が基本再生産数と 1 との大小
によってのみ決まることが明らかにし，SIS 
モデルにおける解の安定性に関する完全解
決を行った [7]． 
 
（２）体液性および細胞性免疫応答を考慮し
たウイルスモデルの漸近挙動 [6] 
非感染細胞がウイルスに感染して新たな

感染細胞が現れるまでの過程を一般の非線
形関数で表したモデルにおいて，解の漸近挙
動に関する結果を得た．具体的には，非感染
細胞数，感染細胞数，自由ウイルス粒子を含
む未知関数から成る遅れをもつ微分方程式
系によるシステムにおいて，１つの非感染平
衡点および４つの感染平衡点のそれぞれが
大域漸近安定であるための条件を得た．その
条件の特徴として，細胞内にウイルスが侵入
してからウイルス粒子を新規生産するまで
の時間に対応する遅れの長さには依存しな
いことが挙げられる．また，感染細胞の新規
生成量を表す非線形関数に関して，本結果は，
双線形感染項，Beddington-DeAngelis 反応
項を含む飽和型感染項および標準型感染項
などの非感染・感染細胞数について単調増加
であるような具体的な関数形における先行
研究を含める結果となった． 
 
（３）確率制御および非線形構造型人口モデ
ルによる r/K 選択説の再考察 [5] 
個体群動態および個体差がもたらす生活

史における個体の成長速度をはじめとする
内的不確実性を考慮したモデルを提案し，個
体の最適生活史スケジュール問題と群動態
の理論を統合した．特に，先行研究となる R. 
Oizumi, Unification Theory of Optimal Life 
Histories and Linear Demographic Models in 
Internal Stochasticity, PLoS ONE, 
2014;9(6):e98746 においては考察されてい
なかった個体の密度効果および内的不確実
性の双方のはたらきによって，生物集団の増
加率などの生活史の最適戦略にもたらされ
る変化について確率制御理論により考察し
た． 
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