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研究成果の概要（和文）：プラズマが固定壁に接触する周囲には，境界層 (シース) が現れる. H. Bohm は，電
子と単一種類の正イオンで構成されるプラズマを考察し，シースが形成されるための条件 (Bohm 条件) を導い
た. また，K.-U. Riemann は, 電子と多種類の正イオンで構成されるプラズマを考察し，一般化された Bohm 条
件を提案した．これらのプラズマの運動は Euler-Poisson 方程式 (以下，EP 方程式と略す) を用いて記述で
き，シースは EP 方程式の定常解であると理解できる. 本研究では，これらの Bohm 条件の元で定常解の存在と
安定性を解析した．

研究成果の概要（英文）：A boundary layer called a sheath appears around the wall where the plasma 
contacts. H. Bohm considered a plasma composed of electrons and a single kind of positive ion, and 
derive the Bohm condition for the formation of a sheath. Furthermore,  K.-U. Riemann considered a 
plasma composed of electrons and various positive ions, and proposed the generalized Bohm condition.
 The motions of these plasmas can be described by the Euler-Poisson equation, and it can be 
understood that the sheath is a steady solution of the equation. We analyzed the existence and 
stability of the stationary solution under those Bohm conditions.

研究分野：関数方程式

キーワード： シース　Bohm条件　Euler-Poisson方程式　定常解　3 次元円環領域　摂動半空間
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　EP 方程式から形式的に導出された Bohm 条件に対して，数学的に厳密な正当性を与えるなど，シースに関す
る数学理論を完成させることはシース現象の理解を深める助けとなろう. また, EP 方程式は双曲・楕円型連立
方程式系に分類されるが，半導体中の電子流，熱輻射気体，自己重力をもつガス惑星などの現象を記述するモデ
ルも双曲・楕円型連立系である．本研究で得られた解析手法は他のモデルにも応用可能であり，これらの数理物
理モデルを一般化した双曲・楕円型連立系の数学理論を構築する契機となろう．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 プラズマとは電子と正イオンから構成される気体の一種である．プラズマが接触する固定壁
付近には境界層 (シース) が形成される．具体的には，プラズマが壁に接触するとき，プラズ
マ中の電子と正イオンは壁に流れ込むが，正イオンと比べて電子の質量は遥かに小さく移動し
やすいために，電子が過剰に壁に到達して電位が負となる. 負の電位は電子を反射し，正イオ
ンを加速させて，電子とイオンの粒子束が等しくなるようにプラズマと壁の間に電界を形成さ
せる．このプラズマと壁の間の領域がシースと呼ばれている．プラズマ物理学では EP 方程式
を用いた形式的な議論により，シースが形成されるための条件として Bohm 条件が提案されて
いる．この条件は，正イオンが極超音速でプラズマ領域からシース領域に流れ込む必要がある
ことを意味する． 
 電子と単一種類の正イオンで構成されるプラズマについては，1950 年頃に H. Bohm により 
Bohm 条件が導出されている．一方，工学で応用されるプラズマの多くは，電子と複数種類の正
イオンが混在する多成分プラズマであり，K.-U. Riemann はこの多成分プラズマに対して一般
化された Bohm 条件を導いている (引用文献②)．多成分プラズマでは，正イオンは自身が持つ
正電荷により電場に変化を与え，その電場を経由して他種類の正イオンの運動に影響を及ぼす．
よって，多種類の正イオン間には複雑な相互作用が働くことになる．そのため，一般化された 
Bohm 条件は，各種類の正イオン速度それぞれに一義的な条件を課すのではなく，全種類の正イ
オン速度が関連する一つの不等式で与えられる． 
 電子と単一種類の正イオンで構成されるプラズマの EP 方程式を用いて，シースの形成を議
論した数学的な成果は幾つか報告されている．シースは定常的な境界層と観測されるため，数
学的には時間的に安定な定常解であると理解できる．A. Ambroso 等は，Bohm 条件を仮定して
一次元有界区間上で定常解の存在を示している．さらに，同氏は時間発展問題の解が時間経過
とともに定常解に収束することを数値シミュレーションで確認している．申請者は一次元半空
間上で EP 方程式に定常解が存在するための必要十分条件を導き，Bohm 条件よりやや強い条件
下で定常解の安定性を証明している(引用文献③)．その後，申請者等は Bohm 条件下で安定性
を示すことに成功している (引用文献①)．文献①では，多次元半空間において一次元的な平面
定常解の安定性を示している． 
 工学的な側面を考慮するならば，境界が平面とならない領域において, 多成分プラズマのシ
ース形成を解析することがより重要な問題となる．  
 
＜引用文献＞ 
① Shinya Nishibata, Masashi Ohnawa and Masahiro Suzuki, Asymptotic stability of 
boundary layers to the Euler-Poisson equation arising in plasma physics, SIAM Math. 
Anal. 44 (2012), 761-790. 

② K.-U. Riemann, The Bohm Criterion and Boundary Conditions for a Multicomponent System, 
IEEE Transactions on Plasma Science 23 (1995), 709–716. 

③ Masahiro Suzuki, Asymptotic stability of stationary solutions to the Euler-Poisson 
equations arising in plasma physics, Kinetic and Related Models 4 (2010), 569-588. 

 
 
２．研究の目的 
 本研究では, 比較的取り扱い易い，半空間の摂動として与えられる領域 (摂動半空間) など
で，渦なしの流れを持つ定常解の一意的存在と安定性を示すことを目的とした．より具体的に
は, 次の４つを研究目標とした． 
 
(1) 【研究 1】多次元半空間における多成分プラズマに対する平面定常解の安定性解析  
多次元半空間において多成分プラズマの運動を記述する EP 方程式を取り扱う．一次元
半空間上で定常解は既に構成されているが，この定常解を多次元半空間に埋め込むと，一
次元的な流れを持つ平面定常解となる．この研究では，一般化された Bohm 条件は平面定
常解が時間的に漸近安定であるための十分条件であることを明らかにする． 
 

(2) 【研究 2】単一種類の正イオンからなるプラズマの摂動半空間上の解析 I: 渦なし定常解
の構成 
先に述べた通り，境界が平面とならない領域でのシースの解析が工学的にはより重要と
なる．三次元摂動半空間において，単一種類の正イオンからなるプラズマの EP 方程式の
定常解を構成する．正イオン速度に渦なしの条件を仮定すれば，速度はスカラーポテンシ
ャル関数を用いて記述でき，問題が簡略化される．さらに無限遠方で Bohm 条件を課して，
渦なしの流れを持つ定常解の存在を示す． 
 

(3) 【研究 3】単一種類の正イオンからなるプラズマの摂動半空間上の解析 II: 渦なし定常
解の安定性 
【研究 2】で構成した定常解の安定性解析を行う．半空間に加える摂動を十分小さく取れ
ば，渦なし定常解は平面定常解に近いことが期待できる．まずは摂動半空間の摂動が小さ



いことを仮定し，渦なし定常解の時間的な漸近安定性を証明する．さらに，摂動に関する
条件の改善も試みる． 
 

(4) 【研究 4】摂動半空間における多成分プラズマに対する渦なし定常解の存在と安定性 
摂動半空間において多成分プラズマの運動を記述する EP 方程式の解析に取り組む．一
般化された Bohm 条件は，渦なし定常解の存在と安定性を保証する十分条件であることを
解明する． 

 
 
３．研究の方法 
研究目標毎に, それぞれ方法を述べる． 
 
(1) 【研究 1】 申請者の研究(引用文献[2])で使用した，指数関数の重みをつけたソボレフ空
間を用いる手法を用いた．実際，線形化した EP 方程式のスペクトルの実部は零ではある
が，線形化方程式に指数関数をかけた方程式系のスペクトルの実部は負になる．一方，多
成分プラズマでは多種類の正イオンの間に複雑な相互作用が働くが，この相互作用はフー
リエ空間では代数方程式を用いて表せる．この性質を利用するため，奇関数拡張を用いて
半空間から全空間に問題を帰着させ，さらにフーリエ空間上のエネルギー法を援用し，正
イオン間の相互作用に対する適切な評価の導出した． 
 
(2) 【研究 2】 当初の計画では，三次元半空間にコンパクトな摂動を加えた摂動半空間上で，
Bohm 条件を仮定して多次元的な流れを持つ定常解を構成する予定であった．しかし，研究
を進めていくうちに，Bohm 条件だけでは不十分であることが明らかになった．実際，摂動
半空間よりさらに扱い易い 3 次元円環領域において球面対称定常解を解析すると，定常問
題が可解となるためには，Bohm 条件より強い条件が必要であることが分かった. 
そのような Bohm 条件より強い条件だけでは，EP 方程式の運動量保存則をうまく取り扱
えないため，渦なしの流れを持つ定常解の構成に焦点を絞った．実際, 渦なし条件を仮定
すれば，正イオン速度はスカラーポテンシャル関数の勾配で記述でき，運動量保存則は超
越方程式に変形される．この超越方程式を用いれば，正イオン密度をポテンシャル関数お
よび電位で表現する関係式が得られる．最終的に，定常 EP 方程式はポテンシャル関数と
電位のみを未知関数とする問題に帰着できる．このアイディアは当初から着想していたも
のであるが，この方法を用いると正イオンの速度に関して必要以上の条件を仮定しなけれ
ばならなく，新たなアプローチを模索した． 
まず平面定常解からの摂動を新たに未知関数として EP 方程式を書き直す．この際，書き
直した方程式は非斉次となるが，仮に非斉次項を零とした方程式では，【研究 1】で使用
した指数関数の重みをつけたソボレフ空間において消散構造を得られる. この構造を利用
して, 時間大域解を構成した．ここで，Bohm 条件だけでなく, ある必要条件も仮定してい
る．この時間大域解において, 時間を無限大とした極限関数が, 定常解となるはずである．
実際, 任意の時間幅を取り, その整数倍をシフトした時間大域解が，ある時間周期解に収
束することを示し，さらに時間幅の任意性から時間周期解は定常解であることを証明した． 
 

(3) 【研究 3】時間幅の整数倍をシフトした時間大域解と元の時間大域解の差は, 時間経過と
ともに指数関数的に収束することが証明できる. 一方，整数を無限大とすれば, シフトし
た時間大域解定常解に収束する．これらの事実を用いて, 定常解の安定性を証明した． 
 
(4) 【研究 4】 【研究 1】から【研究 3】で開発された解析手法を基にして，三次元摂動半空
間上で多成分プラズマの EP 方程式の定常解の存在と安定性を示す予定であった．現在, 
順調に研究を進めているものの，完全な解決には至らず，今後もこの研究を継続し完成さ
せる． 
 
 
４．研究成果 
研究目標毎に, それぞれ成果を述べる． 
 
(1) 【研究 1】 指数関数の重みをつけたソボレフ空間と奇関数拡張を併用して, 多次元半空間
において一般化された Bohm 条件を仮定し，多成分プラズマの運動を記述する EP 方程式
の時間大域解が時間経過とともに平面定常解に収束することを証明した．この成果は, 一
般化されたボーム条件に対して数学的に厳密な正当性を与え，シース現象の理解を深める
助けとなろう． 
 
(2) 【研究 2】 三次元半空間にコンパクトな摂動を加えた摂動半空間上で，Bohm 条件および
ある必要条件を仮定して，多次元的な流れを持つ定常解の構成に成功した．ここで開発し
た手法は, 他の圧縮性流体モデルにも使用できる．実際, Navier-Stokes 方程式について



も同様な結果を得ることができた．圧縮性流体モデルの数学解析では，多次元的な流れを
持つ定常解の解析は重要な問題であると認識されているが，その難しさから敬遠されてお
り，圧縮性流体モデルの数学解析の発展に貢献できるであろう．また，Bohm 条件に加えて
条件が必要となることを発見したことは，プラズマ物理学の観点から興味深いだろう． 

 

(3) 【研究 3】 【研究 2】で構成した定常解の安定性を示した．その際に用いた解析方法は 
Navier-Stokes 方程式などに応用でき，大きな波及効果を期待できる． 

 

(4) 【研究 4】上述の通り解決には至らず，今後もこの研究を継続し完成させる． 
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