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研究成果の概要（和文）：本研究では，頂点の除去や辺の縮約・追加によって支配数が減少するようなグラフに
ついて考察し，ある意味での妥当性を持った一般化を与えた．その成果として，頂点除去について臨界的なグラ
フの直径の上界に関して，いくつかの既存の定理の一般化を与えることに成功した．また，多彩支配数と呼ばれ
る支配数の一般化について，その値が自明なものとなるための最大次数に関する最善な十分条件を与えることが
できた．その結果として，様々な問題において多彩支配数が有効に働く状況を把握できるようになった．

研究成果の概要（英文）：In this research, we focused on the graphs having the domination-criticality
 for the contraction or addition of edges, or the deletion of vertices, and gave some 
generalizations for such concepts. By using such new concept, we generalized some theorems 
concerning upper bounds on the diameter of vertex-deletion critical graphs. Furthermore, we also 
gave a sufficient condition forcing the rainbow domination of graphs to be trivial value via maximum
 degree. So we can see when the rainbow domination number is appropriate to be used for a 
generalization of the domination number.

研究分野： グラフ理論
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１．研究開始当初の背景 
グラフの支配数は，スケジューリング問題

やラジオ塔配置問題に広く応用される一方
で，グラフの着色や超グラフの被覆問題に用
いられるなど，その数学的な重要性からも古
くから研究されている不変量である．支配数
に関する最も有名な問題として，1963 年に
Vizing が提唱した「２つのグラフ G, H の支
配数の積は，G と H のデカルト積の支配数以
下になる」という予想（Vizing 予想）が挙げ
られる．Vizing 予想に関する研究は現在まで
に数多く行われてきたが，未だにその完全解
決には至っていない． 

Vizing 予想を考える場合に有効なアプロ
ーチ方法の一例として，Clark と Suen が発
案した二重射影法が知られている．この手法
はグラフのデカルト積の支配集合を元のグ
ラフへ射影するものであり，対象のグラフの
支配集合の分布が詳しく分析されるほど，そ
の精度は高くなる傾向にある． 
一方で，Bresar らは「Vizing 予想が偽で

あるならば，その最小反例は臨界的グラフ
（任意の辺の追加や縮約等によって支配数
が減少するグラフ）となる」ことを示した．
したがって，Vizing 予想を証明する際には，
臨界的グラフにのみ焦点を当てれば十分で
あることになる．しかし，一般の臨界的グラ
フの構造には不明な点が多く，特に支配集合
の分布を詳細に観察する必要のある二重射
影法を臨界的グラフに適用するという研究
は行われてこなかった． 
そのような背景の下で本研究の開始直前

に，縮約臨界的グラフの直径の上界に関する
重要な予想が解決された．その証明の核心と
なったのは，縮約臨界的グラフの支配集合の
取替え操作によるその分布の把握である．そ
こで，その技法を用いることで臨界的グラフ
に二重射影法を適用し，Vizing 予想にアプロ
ーチすることを狙いとした． 
加えて近年は，支配数的不変量を用いた

Vizing 予想に類似する予想が提案され，それ
に関する結果が数多く得られている．特に当
時は多彩支配数という支配数の一般化の観
点から Vizing 予想に取り組むという研究が
始まったばかりであった．このような方針か
ら研究を深めることも有効であると考えら
れる． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，臨界的グラフの支配集合

の分布を更に詳しく調査し，それを用いて
Vizing 予想にアプローチするものである．そ
のためには，臨界的グラフの部分構造や適切
な不変量を把握し，多くの情報を引き出すこ
とが欠かせない．臨界的グラフ自体について
も，マッチングの存在性やハミルトン閉路と
いった全域構造に関する様々な未解決問題
が知られているため，そのような観点から研
究を行うこともグラフ理論における重要な
課題である．以上の理由から本研究では

Vizing 予想への応用を中心に据え，支配数に
関する臨界性の総合的研究を行うことを第
一の目標とした． 
また，多彩支配数を用いて Vizing 予想に取

り組むためには，一般論を展開するための特
徴を捉えることが必要となる．特に，最大次
数が小さいグラフの多彩支配数は自明な値
をとることが知られている．そのような場合
には多彩支配数の利点が有効に働かないた
め，そのような状況の明確な特定が大きな課
題となる．更に多彩支配数に関しては，全支
配数やローマ支配数といった研究が非常に
発展している支配数的不変量との比較の研
究も進展しているところである．その方針の
研究も進めることで，既存の結果を用いたア
プローチも期待できる． 
 
３．研究の方法 
（１）臨界的グラフの構造，特に研究代表者
が以前から研究を行っている直径問題をは
じめとする不変量を多角的に調査し，支配集
合の分布との関連性を把握する．それに加え
て，多岐に渡る臨界性の共通の一般化を目指
すことで，Vizing 予想の最小反例で考えるべ
きグラフの性質を明確にする．また，より広
い観点から支配集合の分布を把握するため
に，臨界的グラフのみではなく，何本の辺を
加えると支配数が減少するかなどといった
不変量に着目し，その振る舞いに関する研究
を行う．  
 
（２）多彩支配数に関しての様々な性質を調
査する．既に述べた通り，多彩支配数が自明
な値となる場合の特定が重要な問題となる．
また，kの値に応じて k-多彩支配数の値がど
のように振舞うかを調査することで多彩支
配数と Vizing 予想の関係性をより明確なも
のにする．それらを踏まえた上で，多彩支配
数自体の上界や他の不変量との大小関係を
考察する． 
 
（３）臨界的グラフの部分構造の把握のため
に，禁止部分グラフ，すなわち特定の誘導部
分グラフの存在を禁止するという条件を調
査する．禁止部分グラフ条件を用いる際に，
支配集合の概念を用いることで証明の本質
的部分が明確になる場合がある．したがって，
支配集合と禁止部分グラフ条件にはある種
の相互関係があるため，本研究の目的と密接
に関連がある．  
 
４．研究成果 
（１）頂点除去に関する臨界性に関する結果
として，k 数の頂点を除去することで支配数
が減少する(γ,k)-臨界的グラフの直径が
2k-3 以下であることを証明した．(γ,k)-臨
界的グラフの直径の上界については，ある予
想が否定的に解決されたばかりであったた
め，このような具体的な上界を与えたことは
重要であった．更にその後，(γ,1)-臨界的



グラフと(γ,2)-臨界的グラフの両クラスを
含むような新たな臨界性を定義し，そのよう
なグラフの直径の上界及びその上界を満た
すグラフの特徴付けを行った．その結果，頂
点除去に関する臨界的グラフの直径の問題
を一つの定理で表すことに成功した． 
 
（２）任意の連結グラフにおいて，その 2-
多彩支配数が全支配数以上となるという予
想の解決を行った．全支配数は支配数的不変
量の中で最も研究が進展している不変量で
ある．したがって本研究で得られた関係性を
用いることで全支配の多くの既存結果が 2-
多彩支配数に情報を与えることが期待され
る． 
 
（３）グラフの最大次数が k/2 以下であると
き，その k-多彩支配数が自明な値になること，
及びその最大次数の条件が最善であること
を証明した．既存の結果としては kの平方根
に依存する値の境界が知られていたのみで
あったため，大きな改善であることが分かる．
この結果を用いることで，例えばすべての
ladder グラフの多彩支配数をすべて決定す
ることができた． 
 
（４）グラフの reinforcement という概念を
多彩支配数に適した形に拡張し，その性質を
調べることで，k-多彩支配数と(k+1)-多彩支
配数の間の明確な差を主張することに成功
した．これは辺追加に関する臨界性を拡張す
る概念であるという意味でも，本研究におい
て重要な不変量であると言える．また，この
ような差を主張する他のアプローチとして
独立多彩支配数に注目し，その上限を二部グ
ラフ及び一般のグラフについて決定した．
「2015 年度応用数学合同研究集会」にてこれ
らの結果が評価され，2015 年度応用数学研究
奨励賞を受賞した． 
 
（５）m の値が 2 または 3 のときに，生成さ
れる m-連結グラフが有限通りに限定される
ような禁止部分グラフの特定を行った．また，
連結グラフに 2-歩道が存在するための禁止
部分グラフ条件を完全決定することにも成
功した．これらの証明中では支配集合の概念
を用いることで，議論を簡潔に行うことが出
来ている． 
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