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研究成果の概要（和文）：組合せ数学、統計、数値解析の３分野とその周辺分野に現れる数理構造のうち、特に
対称性の高い「デザイン」と呼ばれる構造について、存在問題、構成問題、分類問題、そして個別のデザインの
相互関係について研究した。研究成果は、Journal of the Mathematical Society of Japanなどの数学の一般
誌、Journal of Combinatorial Theory Series Bなどの組合せ論の著名誌、Indian Journal of Statisticsなど
の統計の著名誌などに掲載された他、国際会議などでも発表されるなど、顕著であった。

研究成果の概要（英文）：I studied existence, constructions, classifications of various types of 
designs such as combinatorial designs in combinatorics, Euclidean designs in numerical analysis, 
optimal designs in design of experiments. The results were presented at many conferences/academic 
seminars and finally published high-quality journals in pure and applied mathematics and statistics 
including Journal of the Mathematical Society of Japan, Journal of Combinatorial Theory Series B, 
and Indian Journal of Statistics.

研究分野：代数的組合せ論、実験計画法

キーワード： Cubature　ユークリッドデザイン　最適デザイン　直交多項式の零点　再生核
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

Cubature 公式（Cubature Formula，CF）は数

値積分法のクラスである．Gauss の名を冠す

る公式があるように，その存在問題は数値解

析学を中心に古くから研究されてきた．一方，

代数的組合せ論では，球面上に配置された重

み付き点集合（球面デザイン）が古くから研

究されており，その自然な拡張として多重同

心球面上の重み付き点集合（Euclidean 

Design，ED）の研究も盛況である．これらの

研究は，それまで両分野の研究者により，そ

れぞれの視点から独立に展開されてきた． 

 研究代表者の近年の研究は，数値解析にお

ける CFの理論と代数的組合せ論の EDの理論

を結び付け，CF の新たな理論的枠組みを与え

る端緒となるものであり，これまでに組合せ

論において未解決であった ED の存在に必要

な点の個数に関する自然な不等式（Fisher 型

不等式）の導出などの成果を挙げてきた． 

一方，多重同心球面上の CF は ED 以外の諸

数理構造とも深く関係している．Reznick

（1992）は，多重同心球面上の CF が Waring

問題に関与する Hilbert 恒等式や，有限次元

バナッハ空間の等長埋め込みと等価である

ことを示した．以降，代数や関数解析の研究

者が CF の研究分野に参入し，CF と Hilbert

恒等式等の相互間研究が盛んに行われるよ

うになった． 

こうした流れのもと，研究代表者も，恒等

式の両辺に現れる単項式の係数比較という

恒等式論ならではの手法により，超八面体の

頂点を用いた構成法から得られる CF の最大

次数を決定する Bajnok の定理（2007）の簡

単な別証明を与えるなど，球面積分に対する

CFの諸結果をHilbert恒等式等に読み換える

意義を考察してきた．  

他方，実験計画法の分野では，地球内部の

自然現象を調べる際などに，そのモデルの推

定精度を向上させるため，球体上のどこにサ

ンプル点を取れば良いかを具体的に決定す

る最適計画（Optimal Design，OD）が必要と

なる．かつて，実験計画法の大家 J.Kiefer

（1962）は，球体上の多項式回帰モデルに対

する OD のサンプル点は多重同心球面上の積

分に対する CF の点配置として選べば良いこ

とを暗に示したが，CF の諸理論は実験計画法

ではほとんど認識されておらず，これにより

OD の構成法も十分には見つかっていなかっ

た． 

  

２．研究の目的 

特に原点を中心とする多重同心球面上の積

分に対して，構成的なアプローチにより CF

の存在問題の進展を図る．前項「１．研究開

始当初の背景」で述べたように，この積分に

対する CF は，高次形式論における Hilbert

恒等式や，実験計画法における OD の問題な

どと深く関与している．本研究では，これら

の諸数理構造と CF の相互間研究を通じて，

CF の代数的・統計的意味付けや CF を用いた

OD の明示的構成法の研究などにも取り組む． 

 具体的に次の研究目標を設定する： 

 

（甲） 研究代表者の先行研究（Sawa-Xu, 

Math. Comput., 2013）で提案された

球面デザインの幾何的構成法の“多

重同心球面化”． 

（乙） 研 究 代 表 者 の 先 行 研 究

（ Hirao-Sawa-Jimbo, Indian J. 

Statist., 2014）で提案された B 型

ワイル群の軌道を用いたODの構成法

の一般の既約鏡映群についての拡張． 

（丙） Hilbert（1909）による恒等式の漸近

存在定理の，CF の逐次的構成法のア

イデアに基づいた別証明．  

 
３．研究の方法 

（１）成果目標（甲）について 

前項「２．研究の方法」で触れた Sawa-Xu

（2013）による球面デザインの幾何的構成法

を“多重同心球面化”する．球面上では，“変



数の斉次化”により，次数 2t , 4t ,...
の多項式は次数 tの斉次多項式に帰着される
が，この事実は多重同心球面上では上手くい

かない．次数 tの CF は， t次以下の多項式の
空間の次元に左右されるある方程式系の解

に帰着されるが，多重同心球面上の CF の場

合，解くべき方程式系の規模が極端に大きく

なってしまう．この問題を解決するべく，以

下の二つのアプローチを検討する． 

一つは，Nozaki-Sawa（Canad. J. Math., 

2012）の結果を拡張することである．すなわ

ち，有限群の軌道からなる CF が次数 tである
ことと，次数 tの不変多項式についてのみ CF
の等式が成り立つことの等価性定理を用い

て，解くべき方程式系の規模を縮小すること

である．二つ目は，方程式系の Gröbner基底

を計算し，より簡単な表示をもつ方程式系に

帰着させることである．Gröbner 基底の計算

に定評のある数式処理ソフトcfep/Asirなど

を適宜使用し，課題解決にあたる． 

一連の研究は，過去に類似のテーマで共同

研究実績のある Yuan Xu 教授（オレゴン大），

野崎寛講師（愛教大）などと研究交流を密に

しながら進捗させる． 

 

（２）成果目標（乙）について 

前項「（１）成果目標（甲）について」の提

案手法から得られる CF の D 最適性を検証す

る．研究代表者は，2012 年 7月に催された統

計学の国際学会”The 2nd Institute of 

Mathematical Statistics Asia Pacific RIMS 

Meeting”への参加を機に，実験計画法の理

論と応用に詳しい J. Stufken 氏（Georgia 大）

と知り合い，以後，同氏との研究交流を続け

てきた．本研究は，OD の構成問題の進捗状況

に応じて，ロバストネスなどの観点から，得

られた OD の統計的意義を評価する．本研究

は，Stufken 氏との研究交流を密にしながら

進捗させる． 

 

（３）成果目標（丙）について 

次数 m2 の斉次式  

n

k
m

kx
1

2 )( を kx 達の実一

次形式の m2 乗項の和で表す恒等式を
Hilbert 恒等式という．特に各一次形式が有

理一次形式であるようなHilbert恒等式は有

理的表現と呼ばれ，代数学において様々な応

用がある． 

Hilbert（1909）は，任意のm ,nに対して

十分多くの m2 乗項をとれば有理的表現が必
ず存在することを示した．Hilbert のオリジ

ナルの証明は，その長大さや緻密な議論等に

より，解読が極めて難しいことで知られてい

る．  

そこで本研究では，一変数のガウス積分に

対して有理点からなる CF を構成し，これを

逐次的に合成することにより多変数ガウス

積分に対する“有理的な”CF を構成する．そ

の後，この CF の点配置の適当な射影によっ

て，多重同心球面上の有理的なCFを構成し，

Hilbert の結果の別証明を試みる．  

 

一連の研究を円滑に遂行するべく，「河原

林巨大グラフプロジェクト」（JST-ERATO）

や JCCA などと連携して，関連分野の大規模

な研究集会やセミナーを開催し，研究情報交

換の場を増やす． 

 

４．研究成果 

前項「３．研究の方法」で掲げた成果目標を

概ね達成した．後述の「５．主な発表論文等」

に記載したように，４年間で査読付き学術論

文６編，講演業績２１件の成果をおさめた．

なかには学術論文[3,6]など統計学や組合せ

論の国際的トップジャーナルや，著名な研究

集会における基調・特別講演[1A]なども含ま

れている． 
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