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研究成果の概要（和文）：振子や剛体の回転運動を記述するHamilton力学系に現れる種々の幾何学的構造に関し
て解析し，新たな幾何構造の発見や力学系の性質の幾何学的解明を目指して研究を行った．特に，回転群を一般
化したLie群について最も対称性の高い完全積分可能なHamilton力学系を考え，その平衡点の安定性を明らかに
した．また，自由剛体の完全積分可能なHamilton力学系に付随する幾何学的対象であるファイバー空間の幾何構
造を力学系の挙動と関係付けて解明した．

研究成果の概要（英文）：This research has dealt with various geometric structures arising from the 
Hamiltonian systems, which for example give a mathematical description of the rotational motion of a
 rigid body or the motion of a pendulum. The aim of the research is to reveal new geometric 
structures and to clarify the properties of dynamical systems geometrically. Particularly, one has 
considered the completely integrable Hamiltonian systems on Lie groups, which are Hamiltonian 
systems with the largest symmetry over the geometric object generalizing the rotation groups. As a 
result, one has clarified the stability properties of the equilibria for these systems. One has also
 revealed the geometric structures of elliptic fibrations arising from completely integrable systems
 of free rigid body dynamics in relation with the dynamical properties of the systems. 

研究分野：可積分系の理論，幾何学的力学系理論，および関連する幾何学（代数的・複素解析的幾何学等）
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
（完全積分可能な）Hamilton 力学系には次
の3つのアスペクトで種々の幾何構造が現れ
る： 
(1) 力学系の幾何学的定式化 
Hamilton 力学系の定式化は，多様体上の
シンプレクティック構造やPoisson構造
に基づいて行われる． 

(2) 力学系の平衡点（特異点） 
力学系の平衡点（特異点）の性質は，力
学系の挙動に深く関わる． 

(3) 力学系に付随して現れる多様体の族・フ
ァイバー空間 
完全積分可能な Hamilton 力学系には，
相空間であるシンプレクティック多様
体に Lagrange ファイバー空間の構造を
誘導する． 

 力学系のもつ「パラメータに関する変動」
という視点に立つと，上記の 3つのアスペク
トのあいだの密接な関係が明確化される．実
際，双 Hamilton 構造（2つの整合的な Poisson
構造により生成される Poisson 構造の 1次元
族）をもつ完全積分可能な Hamilton 系につ
いては，平衡点（特異点）の性質を双 Hamilton
構造により解析できる．（(1)→(2)）また，
完全積分可能な Hamilton 力学系の平衡点の
性質は，付随する Lagrange ファイバー空間
の特異ファイバーの構造と表裏一体の関係
にある．（(2)↔(3)）さらに力学系が完全積分
可能性を保つパラメータをもつとき，
Lagrange ファイバー空間の族が得られ，次元
の高い底空間上のファイバー空間が考えら
れる．このファイバー空間は，力学系の分岐
現象と深く関わる．（(1)→(3)） 
 
２．研究の目的 
 力学系・幾何構造・多様体の「パラメータ
に関する変動」という視点の下で完全積分可
能なHamilton力学系から幾何構造が現れる3
つのアスペクト(1)，(2)，(3) の相互関係を
重視しながら，力学系の観点による新たな幾
何構造を解明することと完全積分可能な
Hamilton 力学系の幾何学的理解を深化させ
ることが目的であった． 
 とりわけ，次のテーマについて考察を行う
こととした： 
(1) 1自由度Hamilton力学系やLie群上の力
学系 
自然なパラメータを持つ 1 自由度
Hamilton 力学系(シンプレクティック多
様体が2次元の場合) や Lie群上の完全
積分可能系について， 
双 Hamilton 構造や対応する Lie 環の変
形などの微分幾何学的な幾何構造を考
察する． 
① 力学系の平衡点とその安定性，
Birkhoff 標準形を解析する． 

② Birkhoff 標準形の解析接続とパラ
メータに関する変形から生じるス
ペクトル曲線や Lagrange トーラス

のファイバー空間の関係を調べる．
さらに，非可積分系摂動に対する力
学系の分岐現象について幾何的に
考察する． 

(2) 実解析的楕円ファイバー空間 
私は 2012 年に出版された論文で複素楕
円曲面を用いて与えられたモノドロミ
ーを持つ実自由度 2 の完全積分可能系
を構成した．そこでは，複素楕円曲面の
実構造が重要であった．それを受けて，
通常複素多様体上でのみ考えられる楕
円ファイバー空間を実解析的底空間ま
で拡張し，特異ファイバーや全空間のシ
ンプレクティック構造・接触構造・複素
構造を分類する． 

(3) 応用との関係 
この研究計画のスコープに入る応用と
して，(1)および(2)に対応する量子力学
系(量子化) と元の力学系の関係を明ら
かにする．また，(1)の Lie 群上の力学
系には行列の数値計算アルゴリズムと
関係するものもあり，その関係について
調べる． 

 
３．研究の方法 
 上記の研究の目的を達するため，以下のよ
うな具体的課題について研究を行った． 
(1) Mishchenko と Fomenko によって導入さ
れた半単純 Lie 環上の完全積分可能な
Hamilton 力学系（自由剛体の一般化）に
ついて，双 Hamilton 構造を用いること
で，平衡点の安定性を解析する． 

(2) 剛体の運動に関わる低自由度の完全積
分可能 Hamilton 力学系に付随する
Lagrange ファイバー空間やその族の幾
何構造を複素代数幾何学的観点から明
らかにする． 

(3) Weierstrass 標準形を用いて楕円ファイ
バー空間の底空間を実多様体へ拡張す
る．それによって，全空間にシンプレク
ティック構造や接触構造等の幾何構造
が導入できるか調べる． 

(4) 実対称行列全体のなす空間上の完全積
分 可 能 Hamilton 力 学 系 で あ る
Bloch-Iserles 系の平衡点の安定性を解
析し，行列の数値計算アルゴリズムとの
関係を解明する． 

 
４．研究成果 
 ３．の研究方法にしたがって得られた結果
を述べる． 
(1) Mishchenko と Fomenko により導入され
た半単純 Lie 群上の自由剛体の力学系
（完全積分可能系）に関する研究として，
はじめにユニタリー群 U(n)上の Euler
方程式について安定性を解析した．この
結果は，５．の〔雑誌論文〕①にまとめ
られている．この論文では，双 Hamilton
構造をもつ Hamilton 系の完全積分可能
性・（孤立）平衡点の決定・孤立平衡点



の非退化性を統一的に扱う Bolsinov と
Oshemkov による方法（2009 年）を用い
た．Bolsinov と Oshemkov の論文に対し
ては完全積分可能性や複素化に関する
議論を補完することが実用上の観点か
ら必要であったため，〔雑誌論文〕①で
は U(n)のみならず一般の双 Hamilton 系
について，完全積分可能性と複素化に関
する議論の詳細な検討によって
Bolsinov と Oshemkov の結果を補完した．
また，U(n)の Lie 環上に Euler 方程式の
孤立平衡点の位置や安定性に関する結
果も著しいものであり，孤立平衡点の集
合は対角行列からなる標準的な Cartan
部分環と一致し全て楕円型（Lyapunov
安定）であることが示された． 
U(n)の場合の結果を一般化する試みを，
はじめに任意の複素半単純Lie環の正規
実形およびコンパクト実形上のEuler方
程式について行い，いずれの場合も孤立
平衡点の集合はEuler方程式を特徴付け
る Cartan 部分環と一致することがわか
った．さらに，正規実形では孤立平衡点
は全て双曲型（不安定）であることがわ
かり，コンパクト実形の場合は全て楕円
型（Lyapunov 安定）となることがわかっ
た． 
この一般的結果に関するプレプリント
の出版を試みていた際に，下記(4)の
Bloch-Iserles 系の平衡点の安定性解析
に関して孤立平衡点は全て楕円型
(Lyapunov 安定)であるという結果が出
たが，Bloch-Iserles 系は特別な場合に
は C型単純 Lie 環の正規実形上の Euler
方程式と同等であることが知られてい
るため，より詳細な研究を行わざるを得
なくなった． 
そこで，任意の実半単純 Lie 環上で任意
の Cartan 部分環によって特徴付けられ
る Euler 方程式を考え，孤立平衡点の安
定性を解析することを目指して研究を
行った．結果的として，Euler 方程式を
特徴付ける Cartan 部分環の共役類によ
って，Euler 方程式の平衡点の安定性（よ
り詳しくは Williamson 型）が決定され
ることがごく最近になって示された．こ
の結果の導出には，ルートの実性・純虚
性・複素性による分類が大きな役割を果
たした． 
現在，符号数(p,q)のスカラー積に関す
る擬ユニタリー行列のなす A 型実単純
Lie 群 SU(p,q)の場合に詳しい分析を行
っており，SU(p,q)と正規実形 SL(p+q,R)
との交叉（符号数(p,q)のスカラー積に
関する擬回転行列のなす Lie 群
SO(p,q)）に定義される Euler 方程式の
可積分性や平衡点の安定性解析を試み
ている． 
以上の新しい結果については，まとまり
次第順次出版する．これらの結果は将来

的には，任意の 2つの実形の交叉につい
て，誘導される Euler 方程式の可積分性
および平衡点の安定性を解析すること
につながることが期待される． 
以上の結果については，スイスおよび中
国の大学に所属する共同研究者と共同
で行われた研究結果に基づく． 

(2) 剛体に関する完全積分可能な Hamilton
力学系については，自由剛体の力学系に
関する〔雑誌論文〕②および③（フラン
スの研究者との共同研究に基づく）が出
版されている．2012 年に出版された私と
国内の研究者による共著論文で，自由剛
体の力学系に付随して Lagrange トーラ
スの複素化として得られる楕円曲線族
から3次元複素射影空間上の楕円ファイ
バー空間が定義され，力学系の分岐現象
との関係が明らかになっている．この楕
円ファイバー空間のモノドロミーと，力
学系の平衡点（特異点）の近傍で定義さ
れる Birkhoff 標準形（Morse の補題によ
る函数の標準形のシンプレクティック
幾何学版）の解析接続により生じるモノ
ドロミーとの関係を明らかにしたのが
②および③の内容である．③は②の解説
および単振子のモノドロミーを求めた
研究結果がまとめられている． 
同 種の問題について，対称コマ
（Lagrange のコマ）の完全積分可能な
Hamilton 力学系に関しても考察を始め
ている．Lagrange トーラスの複素化とし
て楕円曲線上の射影直線によるファイ
バー束（線織面）が得られることがわか
っている．今後，この線織面族の特異点
（退化）について，考察し力学系の分岐
現象や Birkhoff 標準形との関係を明ら
かにする．また，同じく剛体の運動が関
係 す る 完 全 積 分 可 能 系 と し て
Kowalevsky のコマや Clebsch のコマ等
についても，複素代数幾何学的観点から
Lagrange トーラスの複素化によって得
られる複素曲面の族の退化と力学系の
分岐現象や Birkhoff 標準形との関係を
解明する． 
なお，Clebsch のコマに関係するトピッ
クとして，光学における Maxwell 方程式
と深い関係にある quadric line complex
から現れる二重ファイバー空間の特異
ファイバーの分類についても研究を開
始している．今後，Clebsch のコマと
quadric line complex との関係も考慮に
入れながら研究を続ける． 

(3) (1)に関連する Lie 群の左不変計量に関
する測地流の完全積分可能性は，重要な
問題である．これまで私は主に半単純
Lie 群やコンパクト Lie 群のみを扱って
きたが，この研究を遂行する途中で，べ
き零Lie群に関して完全積分可能性を確
認する必要が生じた．これは，
sub-Riemann 幾何学の観点からも興味深



い問題である．私はドイツの共同研究者
とともに Heisenberg 群を一般化したス
テップ 2べき零 Lie 群である擬 H型 Lie
群および付随するべき零多様体につい
て，測地流の完全積分可能性を証明した．
この結果については，現在論文を学術雑
誌へ投稿中である．今後は，測地流を決
定する計量に関するLaplace作用素の張
局所解析との関係を調べることにより，
量子力学系との関係を明らかにしてゆ
く． 

(4) Bloch-Iserles 系の安定性解析を行った
理由の一つは，系の戸田格子とのアナロ
ジーにより行列の数値計算アルゴリズ
ムとの関係がある可能性が在るからで
あった．Bloch-Iserles 系の孤立平衡点
は楕円型（Lyapunov 安定）であることは，
スイスおよび中国に所属する共同研究
者との研究により明らかになっている．
現在のところ，数値計算アルゴリズムと
の関係は明らかになっていないが，今後
の研究でこの関係も明らかにしたい． 

 その他，Weierstrass 標準形による実多様
体上の楕円ファイバー空間の構成について
も，全空間上の幾何構造の解明をする予定で
ある． 
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