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研究成果の概要（和文）：機械学習でカーネル法とベイズ推論を組み合わせたカーネルベイズ推論が研究されて
いる．カーネルベイズ推論は確率分布の再生核ヒルベルト空間における特徴量である「カーネル平均」を推論す
る．確率分布からカーネル平均への写像が単射となる正定値カーネルを特性的カーネルという．特性的カーネル
はカーネル平均を利用するアルゴリズムで重要な役割を果たす．特性的カーネルと無限分解可能分布の関係を明
らかにする研究成果として，有界連続で対称な無限分解可能密度関数は特性的カーネルとして使えることを示し
た．さらにカーネル法の効率的計算を可能にする関係式にカーネルトリックがあるが，これを拡張した畳み込み
トリックを提案した．

研究成果の概要（英文）：Kernel Bayes Inference (KBI), which is a Bayesian inference based on kernel 
methods, has been studied. KBI infers kernel means, which are features of probability distributions 
in reproducing kernel Hilbert space. In KBI, characteristic kernels play an important role in 
specifying probability distributions by kernel means. We studied a connection between characteristic
 kernels and infinitely divisible distributions. We showed that continuous bounded and symmetric 
density functions of infinitely divisible distributions can be used for characteristic kernels. 
Within the infinitely divisible distributions, we proposed a convolution trick, which is a 
generalization of the kernel trick. The convolution trick can be used for developing various kernel 
algorithms that combine infinitely divisible distributions. 

研究分野： 機械学習、応用数学

キーワード： カーネル法　カーネルベイズ推論　無限分解可能分布　畳み込み無限分解可能カーネル　共役カーネル
　畳み込みトリック　安定分布　一般化双曲型分布
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１．研究開始当初の背景 
 
機械学習分野でカーネルベイズ推論が研究
されている．ベイズ推論は確率分布を推論す
るものであるが，一方，カーネルベイズ推論
は確率分布自身でなく，確率分布の再生核ヒ
ルベルト空間内における表現である「カーネ
ル平均」を推論するものである．確率分布の
推定は多峰的で複雑な場合，難しいものとな
るが，カーネル平均の推定はそれに比して比
較的容易となる．また確率分布を再生核ヒル
ベルト空間内で扱うことにより，確率分布間
の類似度や距離をカーネル平均の内積やノ
ルムを経由して定義することが可能となる． 
	  
確率分布全体からカーネル平均全体への写
像が単射となる正定値カーネルを特性的カ
ーネルという．特性的カーネルを利用する場
合，カーネル平均により確率分布を一意に特
定することができ，カーネル平均は確率分布
に関する十分な情報を持っていることにな
る．特性的カーネルの性質は，カーネルベイ
ズ推論を始めカーネル平均に関わる機械学
習アルゴリズム全般を支える重要な概念で
ある． 
  
正定値カーネルが特性的カーネルとなるた
めの様々な数学的条件が研究されている． 
 
２．研究の目的 
 
特性的カーネルはカーネル平均を扱う上で
重要な正定値カーネルのクラスである．一方，
確率論で無限分解可能分布のクラスが知ら
れている．特性的カーネルと無限分解可能分
布の数学的関係を明らかにすることを目的
とする．これにより無限分解可能分布で蓄積
された数学的知識をカーネルベイズ推論の
枠組みに取り込むことができる．この理論的
知見に基づき，カーネルベイズ推論のさらな
る発展とアルゴリズム開発を検討する． 
 
３．研究の方法 
 
特性的カーネルと無限分解可能分布の数学
的関係を明らかにするため，特性的カーネル
と無限分解可能分布がそれぞれ持つ数学的
性質に着目し，理論的考察・比較・検討を重
ねる．特に確率分布の畳み込み，密度関数の
畳み込み，畳み込み半群の性質に着目して研
究を進める． 
 
カーネルベイズ推論の枠組みの発展には，上
記研究で得られた数学的知見を活用し，新た
なアルゴリズムの導出を試みる．	
	
４．研究成果	
 
(1)  
特性的カーネルと無限分解可能分布の数学

的関係を明らかにする研究成果では，以下の
数学的結果を得ることに成功した．全ての研
究成果は，ユークリッド空間 R^d上の正定値
カーネルとユークリッド空間 R^d 上の確率
分布に関する内容である． 
 
①  
R^d 上の有界連続で対称な無限分解可能確
率密度関数から作られる平行移動不変正定
値カーネルを「畳み込み無限分解可能
(convolutionally infinitely divisible; CID)カ
ーネル」と定義した． 
 
(i) CIDカーネルならば，特性的カーネルであ
ることを示した．  
 
CIDカーネルとして以下の例を示した：ガウ
スカーネル，ラプラスカーネル，コーシーカ
ーネル student-tカーネル，α-安定カーネル，
劣ガウスα -安定カーネル，一般化双曲型
(Generalized Hyperbolic; GH)カーネル, 正
規逆ガウス(normalized inverse Gaussian; 
NIG)カーネル，Variance Gamma (VG)カー
ネル，tempered α-安定カーネル．これらの
カーネルは全て特性的な正定値カーネルと
なる． 
 
(ii) CIDカーネルの全体は，畳み込みで閉で
あるが，和と積で閉でないことを示した． 
 
② 
確率モデルのカーネル平均を考える際，無限
分解可能分布の確率モデルを考えることが 1
つの自然なクラスであることを示した． 
	
(i)正定値カーネルと確率分布の間の共役性
をカーネル平均の意味で定義した．正定値カ
ーネルと確率分布が共役とは，正定値カーネ
ルとカーネル平均が同じパラメトリック密
度関数族に属するときをいう．CIDカーネル
と無限分解可能分布は共役である． 
 
(ii)共役カーネルを一段階抽象化したものに，
確率分布の「吸収的カーネル」と「被吸収的
カーネル」を定義した．吸収的カーネルかつ
被吸収的カーネルが共役カーネルとなる． 
 
(iii)カーネル法の効率的計算の基礎となるカ
ーネルトリック(kernel trick)を拡張した畳
み込みトリック(convolution trick)を CIDカ
ーネルの範囲で提案した．畳み込みトリック
は確率モデルのカーネル平均の内積計算を
容易とするものである．確率モデルが縮退し
たデルタ分布に選ばれたとき，カーネルトリ
ックに特別化される．デルタ分布を無限分解
可能分布に拡張したとき畳み込みトリック
が成立する． 
 
カーネルトリックはカーネル法の様々なア
ルゴリズムを導出する際に重要となる基礎



関係式である．畳み込みトリックも同様に確
率モデルのカーネル平均の内積計算を利用
するアルゴリズムを導出する際，重要な基礎
関係式になると考えている． 
 
上記(i-iii)の性質を示した後，(i-iii)の具体例
として以下の場合を示した: ガウス分布，ラ
プラス分布，コーシー分布，α-安定分布，劣
ガ ウ ス α - 安 定 分 布 ， 一 般 化 双 曲 型
(Generalized Hyperbolic; GH) 分布, 正規逆
ガウス(normalized inverse Gaussian; NIG) 
分布，Variance Gamma (VG) 分布. 
	
この研究成果を国内会議[7]で発表した．ま
た研究成果は機械学習の国際論文誌に掲載
された[1]．	
	
(2)	
パラメトリックモデルの無限分解可能分布
とノンパラメトリックモデルのカーネルベ
イズ推論を融合するセミパラメトリックカ
ーネルベイズ推論のアルゴリズムを開発し
た．特にセミパラメトリックカーネルベイズ
推論を状態空間モデルの状態推定問題に適
用し，フィルタリングアルゴリズムを開発し
た．具体的には，状態空間モデルの遷移過程
は無限分解可能分布のパラメトリックノイ
ズモデルで記述され，状態空間モデルの観測
過程はカーネルベイズ推論によりデータか
らデータ駆動的に学習を行う．このセミパラ
メトリックカーネルベイズ推論の枠組みの
中で，前述の数学的研究成果(畳み込みトリッ
ク)を利用している． 
 
この研究成果を国内会議[3]と機械学習の国
際会議 NIPS2014 ワークショップ[6]で発表し
た．また上記アルゴリズムの matlab ソフト
ウェアを開発した． 
		
(3)	
カーネルベイズ推論に基づき状態空間モデ
ルのスムージングを行うカーネルベイズス
ムーザ(kernel Bayes Smoother)のアルゴリ
ズムを開発した．このアルゴリズムは状態空
間モデルの遷移過程と観測過程をそれぞれ
教師ありデータからノンパラメトリックに
学習を行い，隠れ状態のスムージングを行う
ものである．カーネルベイズスムーザは以下
のように他手法(カルマンフィルタ・スムージ
ング，パーティクルフィルタ，ガウシアンプ
ロセスフィルタ・スムージング)と比較して，
広範囲な状態空間モデルで有効である． 
 
・カルマンフィルタ・スムージングは遷移過
程と観測過程に線形ガウスを仮定する． 
・パーティクルフィルタは非線形モデルに対
応可能であるが，尤度モデルを仮定する必要
がある． 
・ガウシアンプロセスフィルタ・スムージン
グは遷移過程と観測過程のそれぞれの教師

ありデータからデータ駆動的に学習可能で
あるが，正規性を仮定し多峰ノイズモデルに
対応することができない． 
・カーネルベイズスムーザは遷移過程と観測
過程のそれぞれの教師ありデータからデー
タ駆動的に学習可能であり，また多峰ノイズ
モデルにも対応可能である． 
 
前述の数学的研究成果である様々な CID カ
ーネルがカーネルベイズスムーザに適用可
能であり，無限分解可能分布に基づくカーネ
ルベイズ推論として一般的なアルゴリズム
となっている． 
 
この研究成果を国際シンポジウム[4,5]で発
表した．また研究成果は人工知能と統計の国
際会議論文 AISTATS2016 に採択された[2]．	
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