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研究成果の概要（和文）：射影対象が十分にあるアーベル圏の導来圏へゴレンシュタイン次元の概念を拡張し、ある種
の条件を満たす導来同値の下でゴレンシュタイン次元有限な鎖複体の成す部分三角圏が保存される事を示した。これに
よりゴレンシュタイン次元が零の加群の成す圏の安定圏が保存される事も判明した。
ゴレンシュタイン次元が零の加群の成す圏の安定圏が導来同値の不変量として機能するため、この安定圏を計算する研
究に重要性をもたらす事が予想される。

研究成果の概要（英文）：We introduce the notion of complexes of finite Gorenstein projective dimension 
and show that a derived equivalence induces an equivalence between the full triangulated subcategories 
consisting of complexes of finite Gorenstein projective dimension
provided that the equivalence satisfies a certain condition.

研究分野：代数学
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１．研究開始当初の背景 
与えられた環（単位元を持ち結合律を満た

す）の表現論的構造やホモロジー代数的性質

を解明するにあたり、導来同値の概念は極め

て重要な役割を果たしている。二つの環が導

来同値であるとは、それぞれの有界導来圏 

が三角圏として圏同値になることをいう。現

在では、導来同値を含む導来圏の三角圏とし

ての圏同値は数学の様々な研究分野に現れ

ている。例えば、ベイリンソンによって射影

空間の連接層圏の有界導来圏はある多元環

の有界導来圏と三角圏として圏同値になる

事が示され([1])、ブルエによる、正標数の

体上の群環のブロックとブラウアー対応子

が導来同値になるというアーベル不足群予

想があり([2])、コンセビッチによって数学

的に定式化された物理学が起源のホモロジ

ー的ミラー対称性予想はカラビ・ヤウ多様体

に対して別のカラビ・ヤウ多様体が存在して、

深谷圏の有界導来圏と連接層圏の有界導来

圏が三角圏として圏同値となる、というもの

であった([6])。 

これらの例からも分かるように、導来同値は

別の分野の研究を結びつける非常に有用な

概念である。従って、他分野の研究へ導来圏

の三角圏としての圏同値を通して多元環の

表現論が応用され得る。その際に、導来圏の

三角圏としての圏同値の下で部分三角圏が

どのように振る舞うか、導来同値を通してよ

り簡単な多元環を調べる事に帰着出来るか、

が分かると良い。二つの環が導来同値になる

かどうかを調べるには、導来同値の不変量を

求める事が重要となる。様々な不変量が知ら

れているが、ここでは自己移入次元の有限性

を取り上げたい。 

 

以下では、環はすべて両側ネター環とする。

自己移入次元が有限な環、すなわち岩永・ゴ

レンシュタイン環のクラスは、様々な分野に

現れる環を含んでいるため、この環を研究す

る事は広範に恩恵をもたらす。例えば、量子

群や非可換代数幾何などの分野にも現れる

アウスランダー・ゴレンシュタイン環は、自

己移入多元環の高次元化という側面と、可換

ゴレンシュタイン環の非可換化という側面

を持った環である。研究代表者の古賀は筑波

大学の星野との共同研究により、岩永・ゴレ

ンシュタイン環を加群のゴレンシュタイン

次元によって特徴付けた([3])。 

 

ゴレンシュタイン次元は可換環論において

極大コーヘン・マコーレー加群のなす圏及び

その安定圏の解析に顕著に利用されている。

これらの解析はコーヘン・マコーレー環上の

表現論における最重要の課題である。例えば

吉野によって、孤立特異点上でアウスランダ

ー・ライテン理論が展開出来ることが示され

([8])、ゴレンシュタイン孤立特異点上の安

定圏がカラビ・ヤウ性を持つことの一般化が

伊山・ウェミスによってなされている([4])。 

ゴレンシュタイン次元が零の加群の成す圏

は、可換コーヘン・マコーレー環上では常に

極大コーヘン・マコーレー加群のなす圏に含

まれるが、可換ゴレンシュタイン環ではそれ

らは一致する事が知られている。その場合、

ブックスバームにより安定圏には三角圏の

構造が入ることが知られているが、これはゴ

レンシュタイン次元が零の加群の成す圏の

安定圏には常に三角圏の構造が入るという

事実によるものである。 

 
２．研究の目的 
本研究の目的は、二つの環の導来同値の下で

ゴレンシュタイン次元が有限な鎖複体の成

す有界導来圏の部分三角圏がどのように振

る舞うかを明らかにすることである。自己移

入次元の有限性は導来同値の不変量であり、

それは加群のゴレンシュタイン次元の有限

性により特徴付けられるのであった。従って

ゴレンシュタイン次元が有限な鎖複体の成

す有界導来圏の部分三角圏が導来同値の下



で良い振る舞いをするということが予想で

きる。 

具体的には、導来同値を与える関手がゴレン

シュタイン次元が有限な鎖複体の成す有界

導来圏の部分三角圏の間の三角圏としての

圏同値を与え、ゴレンシュタイン次元が零の

加群の成す圏の安定圏の間の三角圏として

の圏同値を与えるだろうという事である。実

際、自己移入次元の片側の有限性あるいは導

来同値が標準的であるという仮定の下で加

藤がこの圏同値を示している([5])。 

これらを示した後に、環の有界導来圏から射
影対象が十分にあるアーベル圏の導来圏へ
ゴレンシュタイン次元の概念を拡張し、同様
な主張の成立を目指す。 
 
３．研究の方法 
研究代表者は大学の研究室においてインタ

ーネット等を駆使して資料を集め研究を行

う。また研究代表者の古賀が筑波大学の星野

との間で毎月開催する研究セミナーに、関連

する分野の研究者（大学院生を含む）を適宜

呼んでセミナーでの講演を依頼するととも

に、こちらからも先方の研究セミナーに出向

いて講演を行う等、研究打ち合わせを綿密に

行い専門的情報及び最新情報の交換を行う。

さらに、国内外の研究集会に積極的に参加し、

成果発表や情報収集を行い、関連分野の研究

者との研究討論を活発に行う。 

 
４．研究成果 
射影対象が十分にあるアーベル圏の導来圏
へゴレンシュタイン次元の概念を拡張し、あ
る種の条件を満たす導来同値の下でゴレン
シュタイン次元有限な鎖複体の成す部分三
角圏が保存される事を示した。これによりゴ
レンシュタイン次元が零の加群の成す圏の
安定圏が保存される事も判明した。 
導来同値がゴレンシュタイン次元が零の加
群の成す圏の安定圏の間の三角圏としての
圏同値を与える事は、リッカルドによる自己
移入多元環における導来同値が安定同値を
導くという事実([7])の一般化になっている
ため、自己移入多元環で培われた技術を自己
移入性の仮定を必要としないより広範な研
究に応用する可能性を示唆している。またゴ
レンシュタイン次元が零の加群の成す圏の
安定圏が導来同値の不変量として機能する
ため、この安定圏を計算する研究に重要性を

もたらす事が予想される。 
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