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研究成果の概要（和文）：ユークリッド空間内の体(有界な開集合の閉包)に対して、その距離核ポテンシャルの最大点
によって中心が定義される。距離核ポテンシャルの最大点の意味での体の中心の位置と個数(一意性)を考察した。ポテ
ンシャルとして、具体的に、上半空間におけるPoisson積分やRieszポテンシャルを考える際、最大点はパラメータに依
存するが、最大点がパラメータに関して不変であるための必要十分条件を与えた。上半空間におけるPoisson積分から
定まる凸体の中心は一意に定まることを示した。Rieszポテンシャルから定まる体の中心が一意に定まるための十分条
件を与えた。

研究成果の概要（英文）：For a body (the closure of a bounded open set) in Euclidean space, we 
investigated a maximizer of the potential obtained as the convolution of a radially symmetric function 
and the characteristic function of the body. It is known that a maximizer of the potential defines a 
center of the body. The location and number of centers were studied. Concretely, centers defined by 
Poisson’s integral or by the Riesz potential were studied. In general, such centers depend on 
parameters. A necessary and sufficient condition for the existence of a stationary center was given. It 
was shown that every convex body has a unique center defined by Poisson’s integral. A sufficient 
condition for the uniqueness of a center defined by the Riesz potential was given.

研究分野： 凸幾何学

キーワード： 中心　体　Poisson積分　Rieszポテンシャル
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１． 研究開始当初の背景 
2003 年の生徒の学習到達度調査で提示さ

れた街灯問題「三角形の公園に街灯を 1 本立
てる。どこに立てればよいか？」が本研究課
題の出発点である。柴田勝征氏(福岡大学)は, 
街灯問題に対して, 「高さ h の街灯を位置 x
においたときに三角形の公園の明るさを定
義し, 明るさが最大になる点に街灯をおけば
よい」と回答した。柴田氏は Kepler の逆 2
乗則を仮定し, 空間内の点(x,h)に光源がある
とき, 平面内の公園が受ける明るさを x の関
数の形で定義し, その最大点を高さ h の(立
体)灯心と呼んだ。 
柴田氏の考察は三角形の定義関数を境界

値とする 3次元ユークリッド空間の上半空間
における Poisson 積分を, 第 3 変数を固定し
て, 2 変数関数と見たときの最大点の研究と
いえる。柴田氏の考察の一般化として, 体
K(有界な開集合の閉包)の定義関数を境界値
とする m+1 次元ユークリッド空間の上半空
間におけるPoisson積分を, 第m+1変数を固
定して, m 変数関数と見たときの最大点の研
究が考えられる。第 m+1 変数を h とおくと
き, m 変数関数としての Poisson 積分の最大
点を体 K の高さ h の(立体)灯心とよぶ。 

Poisson 積分の連続性と体 K のコンパクト
性から灯心の存在は容易にわかる。また, す
べての灯心は K の凸包に含まれることも容
易にわかる。 
灯心の一意性は体Kの形状や高さhによっ

ては成り立たないことが知られている。例え
ば, K が同じ大きさの球 2 つの非交和で h が
K の直径に比べ十分小さいとき, 灯心は 2 個
存在する。灯心が一意に定まるための h の十
分条件は「h が K の直径と比べて十分大きけ
ればよい」として得られていたが, 体 K の十
分条件は得られていなかった。すなわち, 灯
心の一意性に関して研究の余地があった。具
体的には「K が凸ならば, 任意の h に対して, 
灯心は一意に定まるか？」という予想は未解
決であった。 
逆問題の視点から, 灯心の位置から体K の

形状を特徴付けることにも研究の余地があ
った。同じ大きさの球 2 つの非交和を考える
と, 灯心は, 一般に, 高さに関して動くこと
がわかる。このことから「高さに関して動か
ない灯心を持つ体 K は何か(どのような性質
をみたすか)？」という問題が考えられる。例
えば, 「高さに関して動かない灯心を持つ三
角形は正三角形に限るか？」や「高さに関し
て動かない灯心を持つ凸四角形は平行四辺
形に限るか？」という問題が考えられる。 
高さに関して動かない灯心の存在による

体の形状の特徴づけの問題意識は Rolando 
Magnanini氏(Firenze大学)と坂口茂氏(東北
大学)の研究に由来する。Magnanini 氏と坂
口氏は熱方程式の解が時刻に関して動かな
い空間臨界点を持つための必要十分条件を
導き, それを用いて, 時刻に関して動かない
熱方程式の解の空間最大点(ホットスポット)

が存在する凸体の形状を特徴づけた。両氏が
導入した必要十分条件はバランス法則と呼
ばれる。 
 
 
２．研究の目的 
灯心の一意性および体の特徴づけの研究と
して以下の問題の解決が本課題の目的であ
った： 
(1) 体Kが凸ならば, 任意の高さhに対して, 

灯心は一意に定まるか？ 
(2) 第 m+1 変数 h を固定して, m 変数関数と

見た Poisson 積分が h に関して動かない
臨界点を持つための必要十分条件を与え
よ。より詳しく, それは Magnanini 氏と
坂口氏が導入したバランス法則か？ 

(3) 灯心が高さ h に関して動かないような体
K はどのようなものか？例えば,  
・平面内の三角形で, その灯心が高さ h
に関して動かないならば, その三角形は
正三角形に限る。 
・平面内の凸四角形で, その灯心が高さ h
に関して動かないならば, その凸四角形
は平行四辺形に限る。 
という主張は成り立つか？ 

 
 
３．研究の方法 
(1) 灯心の一意性を示すために, m 変数関数

としてのPoisson積分の凸性を導くこと
を試みた。Maple による具体例検証によ
り, m変数関数としてのPoisson積分は, 
たとえ K が凸であったとしても, (K の
直径と比べて)十分小さい h に対して, K
で変曲点をもつことがわかった。すなわ
ち, m 変数関数としての Poisson 積分は
K で上に凸ではない。そこで, 変曲点を
もつが臨界点が 1 個となるような広い
意味での関数の凸性を考察する必要が
あった。この候補として関数のべき凸性
が挙げられる。 
 正値関数 f が p-凸であるとは, f の p
乗が上に凸(p>0), log f が上に凸(p=0), f
のp乗が下に凸(p<0)として定義される。
例えば, 正規分布の確率密度関数は狭義
0-凸であり, 変曲点を持つが, 臨界点は
唯一である。一般に, 2 階連続微分可能
な正値関数の狭義 p-凸性が示されれば, 
臨界点の個数が 1 個以下であることが
知られている。 
 畳み込みの形で表わされる正値関数
のべき凸性を導く際, Brascamp and 
Lieb の定理が強力な道具として知られ
る。そこで, 本研究にも Brascamp and 
Lieb の定理の適用を試みた。その際に, 
大きな障害となったのは  Brascamp 
and Lieb の定理からは関数の「狭義」
べき凸性が(直接には)導かれないことで
あった。そのため, Brascamp and Lieb
の定理の本研究への修正が必要であっ



たが, 代表者のその時点の能力では不可
能であった。 

Brascamp and Lieb の定理の改良を
遂行すべく, 関数のべき凸性に詳しい
Firenze 大学の Paolo Salani 氏に
Brascamp and Lieb の定理周辺の事柄
についてご指導をいただいた。具体的に
は, Brascamp and Lieb の論文の詳細な
解説, Brunn-Minkowski の不等式に関
する Gardner の論文の一部の紹介をし
ていただいた。 

Salani 氏とのコミュニケーションを
通して得られた情報および深まった理
解を本研究の場合に適用・修正すること
を行った。 

(2) 第 m+1 変数 h を固定して, m 変数関数
としてのPoisson積分がhに関して動か
ない臨界点を持つための必要十分条件
の候補として Magnanini 氏と坂口氏の
バランス法則が挙がっていたので , 
Magnanini 氏と坂口氏のバランス法則
を導入した論文を勉強した。その勉強し
た手法を本研究の場合に修正すること
を行った。 
 Magnanini 氏と坂口氏がバランス法
則を導いた手法は熱方程式の解の空間
微分を Laplace 変換の形で表わし , 
Laplace 変換の単射性を用いて, 条件式
を取り出すことであった。そこで , 
Poisson 積分の微分を単射性を備えた積
分変換の形で表わすことを試みた。 

(3) 高さ h に関して動かない灯心を持つ体
を特徴づけるために, 時刻に関して動か
ない熱方程式の解の空間最大点を持つ
体の特徴づけを行った Magnanini 氏と
坂口氏の論文を勉強した。また, その論
文には, その時点で代表者では理解でき
なかった内容が含まれていたため  , 
Firenze 大学へ行き, Magnanini 氏にご
指導いただいた。また, 論文に記載され
ていない有益な情報をいただいた。 

Magnanini 氏とのコミュニケーショ
ンを通して得た情報および深まった理
解により, 研究課題の解決を試みた。 

 
 
４．研究成果 
(1) 体 K が凸ならば, 任意の第 m+1 変数 h

に対して, m 変数関数としての Poisson
積分の逆数が下に狭義凸(m 変数関数と
しての Poisson 積分は狭義-1-凸)である
ことを示した。これにより, 凸体 K は高
さ h に依らず唯一の灯心を持つことを
示した。また, 凸体の灯心の軌跡は h に
関して滑らかであることも示した。 

Poisson 積分に限らず, m 変数関数と
凸体の定義関数の畳み込みとして得ら
れる関数のべき乗が上に狭義凸となる
ための(一般的な)十分条件も得た。 

(2) m 変数関数としての Poisson 積分の臨

界点が第 m+1 変数 h に関して動かない
た め の 必 要 十 分 条 件 は 体 K が
Magnanini 氏と坂口茂氏(東北大学)が
導入したバランス法則をみたすことで
あることを示した。(Poisson 積分の微分
をLaplace変換2回の合成で表わすこと
ができ, Laplace 変換の単射性から, バ
ランス法則を取り出した。) 

(1)の結果と合わせて, 凸体 K の灯心
が高さ h に関して動かないための必要
十分条件は K がバランス法則をみたす
ことであると結論付けた。 
簡単な幾何的議論により, 体 K がバ

ランス法則をみたすこと, K の外部がバ
ランス法則をみたすことが同値である
ことを示した。 
次数 sのRieszポテンシャル(距離の s

乗と体 K の定義関数の畳み込み)の臨界
点が s に関して動かないための必要十
分条件もバランス法則であることを示
した。(これは Riesz ポテンシャルの微
分を両側 Laplace 変換で表わし, 両側
Laplace 変換の単射性を用いてバラン
ス法則を取り出すことで示された。) 

(3) (2)の結果から高さ h に関して動かない
灯心を持つ三角形と凸四角形は, それ
ぞれ, 正三角形と平行四辺形に限るこ
とを示した。 

s に関して動かない Riesz ポテンシャ
ルの最大点を持つ三角形と凸四角形は, 
それぞれ, 正三角形と凸四角形に限る
ことを示した。 
よりシンプルに, 熱方程式の解の時

刻に関して動かない空間臨界点の存在, 
m 変数関数としての Poisson 積分の h
に関して動かない臨界点の存在, s に関
して動かない Riesz ポテンシャルの臨
界点の存在はすべて同値で, K のバラン
ス法則によってつながることを示した。 

(4) (2)で Riesz ポテンシャルの動かない臨
界点を研究した際, Riesz ポテンシャル
の微分可能性についても詳しく考察し
た。それにより , 2008 年に Irmina 
Herburt 氏が示した結果「滑らかな凸体
Kの次数1-ｍのRieszポテンシャルの最
大点は K の内部に含まれる」を改良す
ることに成功した。 
 具体的には「内部および外部錐を持つ
体 K の境界点において, 次数 s (-m<s 
<=-m+1) の Riesz ポテンシャルの外側
方向への微分は負の無限大に発散する」
ことを示した。これにより, 「凸体 K の
次数 s(s>-m)の Riesz ポテンシャルの最
大点は K の内部に含まれる」ことが従
い, Herburt 氏の結果の凸体の滑らかさ
と Riesz ポテンシャルの次数の部分が
改良された。 

 
(1)の結果は首都大学東京幾何学セミナー, 

第 62 回幾何学シンポジウム, 日本数学会, 



RIMS 研究集会などで講演した。 
 

(1)から(3)の結果を以下の形でまとめ, 投
稿中である： 
S. Sakata, Stationary radial centers and 
characterization of convex polyhedrons, 
arXiv: 1603.08324. 
 
 
上記に加えて, ポテンシャルの最大点関連

の研究として以下を行った： 
(5) 体 K の Riesz ポテンシャルの最大点は

radial center と呼ばれ, 凸幾何学で一
つの研究対象である。radial center は体
K の形状や次数 s によって, 一般には, 
唯一とは限らない。s が m+1 以上なら
ば, 任意の体 K は唯一の radial center
をもつこと, s が 1 以下で K が凸ならば, 
K は唯一の radial center を持つことが
2012 年に今井淳氏(首都大学東京)によ
って示されている。1<s<m+1 の次数 s
に対しては radial center が一意に定ま
るための十分条件が得られていない。 

m-1 乗が上に凸である区分的に 1 階
連続微分可能な関数の回転体は, 任意
の 1<s<m+1 に対して, 唯一の radial 
center を持つことを示した。2 次元の場
合には, 「凸線対称な体は, 1<s<3 をみ
たす任意の s に対して, 次数 s の radial 
center をただ 1 つもつ」となる。 

(6) 高さ無限大の灯心は K の重心であるこ
とが知られているが, 高さ 0の灯心は知
られていなかった。 
体 K が一様外部錐条件をみたすとき, 

任意の 0 に収束する数列 h(n)に対して, 
高さ h(n)の灯心の極限点は次数-m-1 の
radial center であることを示した。 
それを示す過程で, 一様外部錐条件

をみたす体 K の非正次数の Riesz ポテ
ンシャルの最大点が K の境界からどれ
だけ離れているかの評価も与え, radial 
centerおよび(低い高さの)灯心の位置の
研究にも進展を与えた。 
この結果を使うと, 2 次元で K が凸体

の場合に, 「K の次数-3 の radial center
は K の境界から K の内接円の 0.3 倍だ
け離れている」という評価が得られる。
この評価は, 特に, K が鈍角三角形の場
合に活きる。 

 
(5)の結果は日本数学会で発表した。(4)および
(5)の結果を, それぞれ, 以下の形で論文にし, 
投稿中である： 
S. Sakata, Experimental investigation on 
the uniqueness of a center of a body, arXiv: 
1603.02926. 
S. Sakata, Geometric estimation of a 
potential and cone conditions of a body, 
arXiv: 1603. 02937. 
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