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研究成果の概要（和文）：スパースな構造を抽出する統計モデルによる多変量解析の方法（＝スパースモデリン
グ）について系統的な開発／整備を行った．統計モデルを利用したデータからの情報抽出は尤度や相互情報量な
ど情報量概念に関する最適化問題として系統的に定式化することができる．しかしながら，こうした系統的定式
化に沿った方法は，多くの場合，計算量的困難を伴うため具体的に実施することが難しい．本研究では，この困
難を統計力学 の概念／技術を用いて克服することで，現状の打破を目指した．特に，１）圧縮センシング，
２）潜在変数モデリング，３）モデル選択の課題に関し，多数の事例に対して性能解析，実際的アルゴリズム開
発を行った．

研究成果の概要（英文）：The objective of this project is to develop and systemize methods of 
multivariate statistics that extract sparse structures lying behind observed data, utilizing the 
notion of information quantities. In general, one can systematically formulate the 
statistical-model-based information extraction as optimization problems concerning the information 
quantities. However, such methods are often computationally difficult to perform in practice. In 
this project, we intended to practically overcome this difficulty by employing methods and notions 
of statistical mechanics. By analyzing various concrete models, we aimed to construct a methodology 
for "systematic" and "practically performable" sparse modeling. Our achievements include performance
 analysis and algorithm development for various problems that arise in 1) compressive sensing, 2) 
latent variable models, and 3) issues of model selection. 

研究分野： 統計力学，情報理論，機械学習
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) 学術的背景 
計測技術の革新による高次元大量データの
出現により，科学的発見をデータ駆動で行う
「データ中心科学」への期待が高まっている．
高次元データから情報抽出を行う方法論は
一般に多変量解析とよばれる．こうした方法
は系統的に定式化できる一方で，計算量的困
難を伴うため具体的に実施することが一般
に難しい．その結果，具体的な実施のための
アルゴリズム開発のみならず，そうした方法
に本来備わる分析能力や限界についても議
論の余地が多数残されている． 
 
(2) 国内・国外の研究動向及び位置づけ 
多変量解析の従来法は現実的計算量での処
理の要請から，そのほとんどが“多次元正規分
布”を生成モデルとして仮定している．しかし
ながら，現実のデータは必ずしも正規性を満
たさない．正規性を補完する概念として国内
外の研究で近年注目されているのが「スパー
ス性」である．ほぼすべての自然科学は，観
測データは背後にある簡潔な法則から生成
されている，という考え方を共有している．
スパースモデリングとは，この考え方にもと
づき，データの生成モデルに簡潔性（＝スパ
ース性）を課すことで「観測データ→簡潔な
法則」を半自動的に推定する枠組みであるが，
内在する計算量的困難が情報量概念にもと
づく系統的方法の活用を阻んでいる. 
 
２．研究の目的 
上記の認識のもと，本研究では大自由度性に
起因する計算困難の問題を大自由度結合シ
ステムの取り扱いに長けている統計力学の
概念／技術を用いて克服し，具体的な事例を
多数検討することを通じて，「システマティ
ック」かつ「実践できる」方法論の構築を目
指した．具体的には，研究開始以降５年間の
期間内に大きな進展の見込まれる以下の３
つの課題に取り組んだ. 
(1) 圧縮センシング 
スパース性を利用して，少数の観測値からの
信号復元を可能にする圧縮センシングは
MRIやNMRなど物理的制約のため観測コス
トの高い問題に有用である．しかしながら，
スパースな推定は一般に計算コストが高い．
統計力学の平均場理論にもとづき低計算量，
かつ，推定精度の高いスパース推定アルゴリ
ズムを開発する．さらに事例研究を通じてそ
の可能性と限界を解明する． 
  
(2) 潜在変数モデリング 
圧縮センシングでは，スパース表現を可能に
する基底が既知であることを前提としてい
るが，より一般には観測データからこうした
基底（＝簡潔な法則）を求めることが重要に
なる．このような課題は「潜在変数モデリン
グ」として系統的に定式化できる．ただし，
潜在変数モデリングは一般に最適化すべき

目的関数が推定パラメータに複雑に依存す
るため実施が難しい．統計力学のレプリカ理
論，平均場理論や確率推論研究の知見にもと
づいてこの問題の解決をはかる． 
 
(3) モデル選択 
実データを解析する際には必ずデータの生
成過程に関する何らかのモデル化を行わな
ければならないが，その結果はモデルごとに
異なるため何らかの指標を用いて適切なモ
デルを選択することが必要になる．こうした
指標としては赤池情報量規準(AIC)が有名で
あるが，スパースモデリングではスパース性
に伴う離散性，不連続性に由来して既存指標
の適用がしばしば適切でない．そこで，それ
らに代わる指標を構成し，適切なモデル選択
のための実際的アルゴリズムを開発する． 
 
３．研究の方法 
(1) 圧縮センシング 
圧縮センシングは，解がスパース（多くの成
分がゼロである）という仮定の下，劣決定方
定式 （  

を xについて解く問題として，定式
化される．我々は先行研究において，観測行
列 Aが，各要素が統計的に独立なランダム行
列で与えられる場合に，Lp ノルム最小化 

によって正しい
スパース解を探索できる条件を統計力学の
レプリカ法に基づいて明らかにした．更に，
他グループの先行研究では，同様の条件の下
で，効率的に解を探索するアルゴリズムを統
計力学の平均場近似にもとづいて開発して
いる．これら圧縮センシングに関する性能解
析および解探索アルゴリズムの開発を，より
発展的な観測行列の場合，ノイズの存在する
場合に広げていく． 
 
(2) 潜在変数モデリング 
圧縮センシングでは，観測される信号 yをス
パースなベクトル xによって表現する行列
Aが既知であることを前提としている．しか
しながら，一般のデータ解析では，そうした
スパース表現を可能にする行列は既知とは
限らず，観測されたデータにもとづいて発見
す る 必 要 が あ る ． こ の 問 題 は デ ー タ

が与えられた際，スパースな行列
をもちいて と表現しなお

すことができる辞書行列 を見つ
ける問題として定式化できる．この問題はし
ばしば辞書学習と呼ばれるが，辞書学習がど
のような条件であれば成功するのかは自明
ではない.この条件を統計力学のレプリカ法
をもちいて分析する.また,辞書学習のように，
観測データYを，規則性を表す行列 Aと何ら
かの特徴を持った表現 Xに分解する問題は
一般に行列分解問題と呼ばれるが，因子分析，
低ランク行列近似，ロバスト PCA，クラスタ
リングなど多くの潜在変数モデリングがこ
の形式に定式化される．しかしながら，行列



分解に関する統一的な理論的知見は十分で
はない．この問題を解決するために，ベイズ
統計の枠組みに沿って推定問題を定式化し，
統計力学のレプリカ法および平均場近似の
方法をもちいて，ベイズ法によって達成され
る限界性能の特徴づけ，および，近似的行列
分解アルゴリズムの開発を行う． 
 
(3) モデル選択 
AIC は最尤推定によって求めたパラメータ
が有する予測誤差（新しいデータに対して評
価される負の対数尤度の期待値）を手元のデ
ータにもとづいて解析的に評価したもので
ある．ただし，その際，最尤推定量が漸近的
に正規分布にしたがうことを仮定している
ため，推定量が正規分布にしたがうことが必
ずしも保証されないスパースモデリングで
は根拠を失う場合がある．この問題を解決す
る方法として広く使える情報量規準（widely 
applicable information criterion: WAIC）が
近年提案されている．WAIC では推定量の漸
近正規性が保証される正則モデルに対して
は AIC と等価な結果を与え，正規性の保証が
ないモデルに対しても予測誤差に関する数
学的な根拠のある推定量を与えている．この
規準の有効性をスパースモデリングに対し
ても実験的に確認する．より汎用的なモデル
選択の方法としては，手元のデータにもとづ
いて予測誤差を数値的に評価する交差検証
法が知られている．ただし，交差検証法は訓
練データにもとづく推定とテストデータに
対する誤差評価を訓練／テストデータの役
割を変えながら，何度も繰り返す必要があり，
計算量の高さが利用に対するボトルネック
となっている．この問題を実際的に解決する
ため，物理学で多用される摂動法にもとづい
て交差検証を実際に行うことなしに交差検
証誤差を近似的に評価する公式を開発する． 
 
４．研究成果 
以下，３つの課題に対して得られた代表的な
成果について記す．なお，文中の[論文①]等
は「5. 主な発表論文等」の中での論文番号を
表している． 
(1) 圧縮センシング 
① 直交観測行列 

圧縮センシングの理論研究では，解析の
容易さから観測行列 Aの要素が互いに
統計的に独立で同一の分布にしたがうラ
ンダム行列と仮定する場合が多い．しか
しながら，現実的な用途では，計算量的
あるいは技術的に望ましいフーリエ行列
やウェーブレット行列からランダムに間
引きした行列を利用することがしばしば
行われている．こうした観点から，我々
はランダムに生成した直交行列にもとづ
いて観測行列を構成した場合の性能評価
を可能にする技術を統計力学のレプリカ
法にもとづいて開発した[論文⑤]．その
結果，観測がノイズの影響を受ける場合，

行間で直交したランダム行列は要素間の
独立性を仮定した標準的なランダム行列
よりも信号復元精度を高めること，また，
原信号の信号密度がいくつかのブロック
にわかれてばらつきがある場合，それら
のブロック構造に対応するようにランダ
ム直交行列を連接させて観測行列を構成
することで信号復元精度が向上すること，
などを明らかにした． 
 要素間の独立性を仮定したランダム観
測行列に関しては，近似的メッセージ伝
搬（AMP）が高い信号復元性能を与える
ことが示されている．ただし，直交行列
にもとづいた観測行列では，AMP の信号
復元精度は必ずしも最良ではない．我々
は ， 期 待 値 整 合 近 似 （ expectation 
consistent (EC) approximation）と呼ば
れる平均場近似にもとづいてランダム直
交行列に対し，AMP よりも優れた復元精
度を与える近似的復元法を構成した[論
文⑧]． 
 

② １ビット圧縮センシング 
標準的な圧縮センシングの理論では，観
測信号 yが任意の精度で採取できること
前提としている．しかしながら，一般に
は，離散化による丸め誤差などにより，
任意精度の実数を採取することはできな
い．また，リモートセンシングなどでは，
観測を行うことに対するコストよりも， 
得られた情報を遠隔地に伝達する際の通
信コストが技術的な律速となる場合もあ
る．そういった状況を想定し，各観測値
の符号 のみからの信号復
元 を 試 み る 方 法 が Boufounos and 
Baraniuk (2008)により提案されている．
ただし，実ベクトルに作用する は
成分毎にその符号を返す関数で符号関数
である．各観測時で の符号値に対応す
る１ビットの情報にまで観測信号を圧縮
することから，この方法はしばしば 1 ビ
ット圧縮センシングとよばれる． 
 Boufounos and Baraniuk (2008)では
標準的な圧縮センシングに対し規定追跡
法として知られている信号復元法になら
い，制約条件 の
下で，L1 ノルム x 1

をを最小化するこ
とにより信号を復元する方法が提案さ
れている．しかしながら，この方法に
は２つのチューニングパラメータが含
まれていること，また，収束のために
多数の反復を要することなど改善すべ
き点がまだ残されている． 
 我々は，予備的研究において，上記
の最適化に統計力学のキャビティ法を
適用することで先行研究のものとは異
なる 1 ビット圧縮センシングの復元ア
ルゴリズムを開発した．我々のアルゴ
リズムには i) チューニングパラメータ
が１つのみである，ii) 収束に要する反



復回数が少ない，iii) 原信号の非ゼロ成
分が比較的多い場合に，より高い精度
の信号復元性能を示す，点で上記の方
法よりも優位性がある．我々はさらに，
１ビット圧縮センシングに関して，ベ
イズ推論方式に対する性能分析による 
性能限界の解明[論文⑨]，１ビット化に
際し閾値を導入することで振幅情報の
欠落を防ぐ方法の提案などの成果[論
文③]も得ている． 
 

(2) 潜在変数モデリング 
① 辞書学習のサンプル複雑度評価 

圧縮センシングでは，原情報がスパース
に表現される基底が既知である状況を
想定している．しかしながら，一般には，
対象となる信号をスパースに表現する
基底が分かっているとは限らない．そう
いった場合には，データから同定する必
要 が あ る ． こ の 問 題 は 辞 書 学 習
（dictionary learning），あるいは，基底
学習（basis learning）などとよばれる． 
 辞書学習を理論的に考察するために，
以下のような状況を想定する．  
はある基底  により
スパースな表現 をもちいて

と表現されるとする．ただし，
x の各成分 は分布

( ， は に確率質量
を持たない密度関数)から独立に生成さ
れているとする．このような yのサンプ
ルを P 個集めてできる行列  
が与えられたとき，対称性による重複を
除いて A0

同定するために必要な最小の
サンプル数 Pc はしばしばサンプル複雑
度（sample complexity）とよばれる．
我々は基底 Aの各カラムが長さ１に規
格化され，スパース行列 Xの各カラムの
非ゼロ要素数が 以下で
ある，という制約の下，自乗誤差

を最小化する最小自乗学習
に対するサンプル複雑度を， ，

をともに に保ちながら
とした極限において，統計力学

のレプリカ法をもちいて評価した．その
結果， であれば，α , ρ,θ によって
定まる臨界値γ F よりもγ が大きければ，
A0

を同定することが典型的に可能であ
ることを示す結果を得た[論文⑩]．この
ことは，先行研究で知られている上界

には改善の余地があること
を示唆している． 
 最小自乗学習は素朴であるものの，辞
書学習として最適な学習法であるとは
限らない．辞書学習の原理的限界を見極
めるため，さらに我々は，真の辞書とス
パース表現 A0 , X0 が既知の事前分布か
らそれぞれ生成され， が与え
られたとき，ベイズ推論によって辞書学

習を行った場合のサンプル複雑度を評
価した．その結果， であ
れば A0

を典型的に同定できるという結
論を得た[論文④]．ベイズ推論の最適性
から，この結果は，辞書学習に関するサ
ンプル複雑度の原理的な下限を意味し
ている． 
 

② 行列分解の最適性能評価と近似的メッ
セージ伝搬 
上述の辞書学習問題は，２つの行列の積
が与えられた場合に，与えられた制約を
満たすように２つの行列に分解する行
列分解問題と捉えることができる．同様
の形式で記述される問題は，ブラインド
行列較正，低ランク行列補完，スパース
PCA，ブラインド信号源分離，ロバスト
PCA，因子分解，非負値行列分解，クラ 
スタリングなど多変量解析におけるモ
デル化技法に数多く見られる．これらは
すべて，観測されるデータ（顕在変数）
が隠れた変数（潜在変数）が原因で生成
されていると仮定し，生成過程の法則性
を表す行列と隠れ変数の両方を観測デ
ータから推定しようとするモデル化の
方法とみなすことができる．こうした方
法はしばしば潜在変数モデル（latent 
variable model）とよばれる． 
 我々は，上述のベイズ推論の定式化に
よる辞書学習の性能解析を拡張し，これ
ら多くの行列分解問題の性能限界を統
一的に解明する枠組みを与えた．また，
この論文では，圧縮センシングに対して
広く利用されているAMP を行列分解問
題に一般化したアルゴリズムも導出し
ている[論文④]． 
 

(3) モデル選択 
① WAIC に関する有効性の検証 

ベイズ推論では，多くの場合，事前分布
や尤度関数を定めるハイパーパラメータ
をデータから決定しなければならない．
ハイパーパラメータを決定する際の規準
量としては，赤池情報量規準（AIC），最
小記述長（MDL），周辺尤度など，さま
ざまな提案がこれまでなされている．し
かしながら，その多くはデータ数が十分
に多い漸近領域において，推定されたパ
ラメータが正規分布にしたがう正則モデ
ルにもとづいて理論が構築されている．
残念ながら，スパースモデリングは，漸
近領域においてもパラメータの推定値が
正規分布にしたがわない特異モデルで記
述されることが多く，モデル選択規準に
関して再検討する必要がある． 
 この問題に対し，分担者の渡辺はベイ
ズ予測分布に関する情報量の期待値（ベ
イズ予測損失）をモデルの良し悪しを定
める尺度とした上で，その推定値を
WAIC とよび，モデル選択に利用するこ



とを提案している．WAIC とベイズ予測
損失との差はデータ数nに対して
となることが数学的に保証されるため漸近
領域においてその差は無視できる．また，
WAIC はモデルが正則か否かによらず，
データセットのみから数値的に評価でき
る量であるため広いモデルクラスに対し
て適用可能である． 
 論文⑦では，ラプラス事前分布

を用いたスパース線形回
帰問題を取り上げ，WAIC がベイズ予測
損失に関する精度の高い推定量として機
能し，モデル選択規準の役割を果たすこ
とを示した． 
 

② 近似的交差検証誤差公式 
交差検証法（cross validation: CV）では
未知のデータに関する汎化能力（予測能
力とも呼ばれる）の高さをモデルの良さ
を評価する際の規準とする．残念ながら，
手元にあるデータのみから汎化能力を直
接知ることはできない．そこで，手元に
あるデータセット Dをパラメータ推定
に用いるための訓練セット D train

と汎化
能力を評価するためのテストセット
D test

に分割し， D train
にもとづいて推定

された推定値が有する D test
への汎化能

力の高さによって，モデル（あるいは，
モデルを特徴づけるハイパーパラメータ）
の良し悪しを判断する．ただし，訓練セ
ットとテストセットへの分割法には任意
性がある．そこで，Dを k個のサブセッ
トに分割し，１つのサブセットを D test

，
残りの 個のサブセットの和集合を
D train

として，汎化能力を k通りの D test

の取り方に対し平均化して評価する k
-fold CV が広く用いられている． ，
すなわち，テストセットの大きさを１と
した交差検証法は leave-one-out（LOO）
CV ともよばれる． 
 CV は任意の推定法，汎化誤差に関す
る任意の尺度に対して適用できるという 
意味で極めて汎用性の高い{モデル選択}
の方法である．一方で，テストセットへ
の評価を行う毎に推定量の解き直しが必
要となるため，計算量的なコストが高い． 
 以上の認識の下，我々はスパースモデ
リングの代表的な手法である L1 正則化
項付き線形回帰（LASSO）の LOO CV
に関し，解き直しをすることなく，全デ
ータセット Dに対する推定結果にもと
づいて半解析的に LOO CV 誤差の近似
値を求める公式を開発した[論文⑥]．ま
た，同様の公式をベイズ線形回帰[論文
②]，少数データからの画像再構成でもち
いられる全変動（total variation: TV）正
則化[論文①]やL1-正則化項つき多項ロジ
スティック回帰に対しても開発した． 
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