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研究成果の概要（和文）：対称性をもつ空間において自然に現れる方程式の幾何学的解を, 幾何構造に付随し必
然的に現れる特異性に着目し, 幾何学的動機付けのもとで特異性を解析・分類すると共に, その幾何学的意味を
明らかにし, 幾何学における新たな方法を提示・応用することを目的とした研究である．本研究によって，極め
て一般的な設定で接線曲面の特異性のジェネリックな分類を完成させ，また，3次元ローレンツ多様体のナル曲
線が作る接線曲面の特異性をエンゲル擬積構造，射影接触構造，3階常微分方程式の幾何学的理論と結び付け，
特異性の分類を極めて一般的に達成した．また，(2,3,5)分布のG2双対性の一般的枠組みを解明することに成功
した．

研究成果の概要（英文）：In a space with symmetry, we study the geometric solutions of naturally 
appeared equations, regarding the characteristic singularities associated to the geometric 
structure. Under geometric motivations, we analyse and classify singularities and clarify their 
geometric meanings. Thus we present new methods in geometry and apply them. By this project, we have
 completed the generic classification of singularities in tangent surfaces under a far general 
framework. Moreover we have established the classification of tangent surfaces to null curves in any
 3-dimensional Lorentz manifold, relating Engel pseudo-product structures, projective contact 
structures and the geometric theory of third order OED. Furthermore we have succeeded the 
clarification of the general framework on the G2 duality of (2,3,5)-distributions. 

研究分野：特異点論，実代数幾何，トポロジー，幾何学的制御理論

キーワード： フロンタル　ラグランジュ錐構造　接線曲面　特異点の安定性　特異点のロバスト性　開化　分岐加群
　(2,3,5)分布

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究により，特異点の特徴付けを応用することで，一般空間の空間曲線や不定値計量空間のナル曲線の接線曲
面の特異性が，空間の幾何構造を変化させても安定に出現すること，すなわち特異点分類のロバスト(robust, 
鈍感) 性を証明することができた．この成果は，様々な幾何構造に関して，クライン幾何学における特異点の分
類結果に基づいて，特異性の出現・分類が幾何構造の変形に関してロバスト性を持つかどうかを検証する道を作
り，幾何学全般に対して新たな問題提起を促し，幾何構造の特性，幾何構造の間の関係性を改めて問い直す機会
も与える．したがって，本研究は人類の空間認識に関する本質的な学術的寄与をしたと考えられる．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 制御変分問題の特異性：Carnot-Caratheodory 距離に関する測地線には２種類ある：正常
測地線と異常測地線である．異常測地線は終点写像の特異性により記述される．異常測地線は，
sub-Riemann 幾何学を含めた様々な場面で避けて通れない重要な対象である． 
(2) 錐構造・共形構造のヌル曲線・ヌル曲面の特異性：広い意味の微分式系と捉えられる制御
系として，Minkowski-Lorentz 多様体や semi-Riemann 多様体上の不定値計量のヌル・ベクト
ルからなる錐が定まる．また，微分式系の特異軌道の研究に関連して，錐構造が自然に現れる
こともわかっている．これらの制御系を広い意味での微分式系と捉え，変分解析・最適制御問
題における特異性を制御理論の観点から解析することは自然な問題となる． 
 
２．研究の目的 
 
(1) 本研究課題では,対称性をもつ幾何構造という空間概念において自然に現れる方程式の幾
何学的解を, 特異性に注目して研究する. 幾何構造に付随して必然的に現れる特異性に着目
し, 幾何学的動機付けのもとで特異性の解析・分類をすると共に, その幾何学的意味を明らか
にし, 幾何学の新たな方法を提示・応用することを目的とする.  
(2) 具体的な研究目標として，特異微分式系,非線形制御系に関わる微分方程式の対称性と幾
何学的解の特異性の分類を行い，制御系の変分問題に基づく拘束ハミルトン系，ポート・ハミ
ルトン系に現れる特異性の解明をし，凸 サブ・フィンスラー計量と錐構造に関する距離と測地
線の対称性・特異性の研究を行う． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 研究の数学的な方法は写像の特異点論と実代数幾何である．研究代表者が専門としている
写像の特異点論，実代数幾何は，主に有限次元多様体間の可微分写像を対象としている．本研
究課題は，完全非可積分微分式系の軌道空間や広い意味の微分式系の解空間を写像空間として
捉え，その特異性を，高度な解析的手法を取り入れて組織的に究明する方法を確立する．制御
理論は，その重要性・実用性から，特殊な汎用性のない経験則が支配することも多い世界であ
る．一方，特異点は，基礎理論さえ確立しておけば，逆に正則なものよりも捉えやすい対象で
あり，その特異点を調べることにより，そのシステムの本来の特性が理解され，システムの全
体像を描くことができる．特異性の現れるパターンを分類し，写像解空間の特異点に関する基
礎理論，普遍的な指導原理を確立する． 
(2) 本研究課題では「非線形変分解析という方法」と「非線形制御系・微分式系という対象」
を，関連研究者との交流の基盤・横軸として置き，「非線形制御系，特異微分式系に関わる具
体的な偏微分方程式の解析」「制御系の変分問題に基づく port-Hamilton 系の特異性の解明」
「離散凸 sub-Finsler 計量と錐構造に関する測地線と球面の特異点の解明」を目標として課題
解決を行なった． 
 
４．研究成果 
 
(1) 研究分担者および連携研究者などと協力して, 研究代表者によるマルセイユ，リュミニー
大学で開催された実特異点と応用の研究集会における講演（You Tube に講演ビデオ（Goo 
Ishikawa: Singularities of tangent surfaces and generalised frontal)がアップされてい
る）の成果を精密化，一般化することに成功した．また，平成２７年９月には，ワルシャワで
開催された Geometric Singularity Theory 研究集会において，ライプニッツ複雑性に関する講
演を行い，研究交流を行った．さらに，翌年の３月に，沼津研究会において講演を行い，さら
に中央大学で開催された Encounter with Mathematics において，特異点論に関する一般講演「特
異点論の地図」を行い，研究課題に関する社会的発信を行った． 
(2)３次元ローレンツ多様体のナル曲線の接線曲面の特異点の分類を行った．この研究は，３階
常微分方程式の分類問題と関係付けられ，３次元接触多様体におけるルジャンドル曲線の接線
曲面の特異性との双対性として捉えることができる．その結果，特異点の分類が，３次元ロー
レンツ多様体にとどまらず，非退化２次元錐構造が付与された３次元多様体に対して成り立つ
ことを発見することができた．平成２８年９月にスペインのマラガでのローレンツ幾何学研究
会において成果発表を行った． 
(3)平成２９年にメキシコでのジェネリック幾何における特異点に関する国際研究集会に参
加・講演し，世界の幾何学的特異点論研究者と情報交換を行い，極めて一般的状況の下，一般
次元において接線曲面の特異性の分類を完成させ国際的学術雑誌に成果を発表した.また平成
２９年度までの課題研究の成果をまとめてフロンタル，開化，分岐加群の一般論を展開した．
さらに，G_2 幾何における双対性を一般化することに成功している． 
(4)平成３０年６月に広島工業大学の特異点研究会に出席し，特異点と実代数幾何，特異点の実
形に関する研究連絡を行い，７月にブラジルにおいて開催された「15th International Workshop 



on Real and Complex Singularities 2018」に参加・講演し，フロンタル特異性に関する情報
交換・成果発表を行った．平成３０年(2018 年)１２月には，京都大学数理解析研究所の特異点
論研究集会に参加・講演し，研究課題を通して発見された新たな概念である「コフロンタル」
に関する成果発表を行った．その他，研究代表者は，分担者，連携研究者は代表者と綿密に連
携し，分担金に基づいて研究課題の解決・推進のための共同研究，成果発表，および広報活動
を継続して実施した．課題解決の過程で，共著論文 Goo Ishikawa, Yumiko Kitagawa, Asahi 
Tsuchida, Wataru Yukuno, Duality of (2,3,5)-distributions and Lagrangian cone structures, 
を完成させ，現在，国際的学術雑誌に投稿中である． 
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