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研究成果の概要（和文）：任意の向きづけられた連結コンパクト曲面について、曲面の基本群の生成系と接束の
フレーミングを適切に固定した場合に、対応する柏原ヴェルニュ問題を定式化し、正則ホモトピー版のトゥラエ
フ余括弧積が形式表示をもつことを証明した。とくに、正則ホモトピートゥラエフ余括弧積に由来するジョンソ
ン準同型像の制約条件は榎本佐藤トレースによるものと同値である。翻って、群状展開がゴールドマン括弧積の
形式表示を与えるならば、それは特殊・斜交展開の共役となることを証明した。以上は A. Alekseev, F. Naef 
および連携研究者久野および代表者河澄の共同研究による。

研究成果の概要（英文）：For any compact connected oriented surface, we formulated a Kashiwara-Vergne
 problem associated with a fixed marking of the fundamental group and a fixed framing of the tangent
 bundle, and proved that the framed Turaev cobracket has a formal description. In particular, the 
constraint of the Johnson image coming from the framed Turaev cobracket equals that of the 
Enomoto-Satoh trace. On the other hand, any group-like expansion inducing the formal description of 
the Goldman bracket is conjugate to a special/symplectic expansion. These results are joint works 
with A. Alekseev, F. Naef, a collaborator Y.Kuno and the principal investigator N. Kawazumi.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： トポロジー　リーマン面　ゴールドマン・トゥラエフ・リー双代数　柏原ヴェルニュ問題　ゴールドマ
ン括弧積　フレーミング　写像類群　ジョンソン準同型
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１．研究開始当初の背景 
 
 曲面のゴールドマン・トゥラエフ・リー双
代数の形式表示は、それ自体が興味深い問題
であるが、同時に、写像類群のジョンソン準
同型像の記述問題に深く関連しており、曲面
のトポロジー全体に深く関連している。ゴー
ルドマン・トゥラエフ・リー双代数の２つの
演算つまりゴールドマン括弧積とトゥラエ
フ余括弧積について、前者のゴールドマン括
弧積については本研究開始以前に充分条件
が分かっていた。つまり、曲面の境界成分数
が１の場合には連携研究者久野雄介と代表
者河澄によって斜交展開が形式表示を与え
ることが示され、境界成分数が２以上の場合
も久野-河澄と  G.Massuyeau-V.Turaev が
独立に斜交/特殊展開によってゴールドマン
括弧積が形式表示されることが示されてい
た。他方、久野-河澄が示したようにトゥラエ
フ余括弧積はジョンソン準同型像上で消滅
する。つまり、ジョンソン準同型像の記述問
題に深く関連するのはトゥラエフ余括弧積
であるが、こちらの形式表示の存在は研究開
始当初全く不明であった。また、正則ホモト
ピー版に修正することでトゥラエフ余括弧
積のテンソル表示の主要項に、種数 0 の場
合 に は 柏 原 ヴ ェ ル ニ ュ 問 題 の
Alekseev-Torossian 発散コサイクルが現れ、
連結成分数 1 の場合には（ジョンソン準同
型像の外側にある）榎本佐藤トレースが現れ
ることが河澄によって明らかになっていた。 
 代表者の一貫した研究テーマとして、リー
マン面の文脈で現れるさまざまな無限次元
リー代数の代数構造の解明は重要な課題で
ある。標語的に言えば「写像類群の『リー代
数』を解明する」ということである。 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) 柏原ヴェルニュ問題との関連を見据えつ
つ、トゥラエフ余括弧積の形式表示の存在問
題を解決すること。 
(2) 形式表示が否定的な場合、トゥラエフ余
括弧積からジョンソン準同型像の新しい制
約条件を見出すこと。 
(3) 曲面のトポロジーに関して、(1)(2) に付
随する諸問題を解くこと。 
 
 
３．研究の方法 
 
 当初は種数 0 の場合に直接計算でトゥラ
エフ余括弧積を表示しようとした。その試み
が雑誌論文②であるが、その先の展望はひら
けなかった。柏原ヴェルニュ問題の専門家で
ある A. Alekseev 氏（ジュネーブ大学）と F. 
Naef 氏（ジュネーブ大学→MIT）との共同
研究の開始とともに局面が大きく展開した。
彼らの非可換ポアソン幾何学の手法と我々

の代数的手法を結びつけることで (1) が肯
定的に解決した。つまり (2) は問題として成
立しなくなった。また、付随して幾つかの成
果が得られた。 
 同時に、リーマン面という様々な分野に深
く関連する研究対象を主題としているため、
リーマン面に関連する最新の研究動向につ
いて手広く情報収集を行った。なお、リーマ
ン面の位相幾何学の専門家を１名特任研究
員として雇用した。 
 
 
４．研究成果 
 
(i) A. Alekseev 氏, F. Naef 氏, 久野およ
び河澄の共同研究。 
柏原ヴェルニュ問題の解が種数 0 のトゥ
ラエフ余括弧積の形式表示を与えることを
証明した(雑誌論文①)。種数 0 トゥラエフ
余括弧積の形式表示の存在については G. 
Massuyeau が他の手法であるコンツェヴ
ィチ積分を用いて証明していた。我々はさ
らに、トゥラエフ余括弧積の形式表示を与
える特殊展開は柏原ヴェルニュ問題の解に
限ることも証明した。このことが正種数の
場合の柏原ヴェルニュ問題の定式化に繋が
った(雑誌論文⑤)。任意の向きづけられた
連結コンパクト曲面について、曲面の基本
群の生成系と接束のフレーミングを適切に
固定した場合に、対応する柏原ヴェルニュ
問題を定式化し、正則ホモトピー版のトゥ
ラエフ余括弧積が形式表示をもつことを証
明した。とくに、正則ホモトピートゥラエ
フ余括弧積に由来するジョンソン準同型像
の制約条件は榎本佐藤トレースによるもの
と同値である。翻って、群状展開がゴール
ドマン括弧積の形式表示を与えるならば、
それは特殊・斜交展開の共役となることを
証明した。以上により、柏原ヴェルニュ問
題は、曲面のゴールドマン・トゥラエフ・
リー双代数の形式表示の問題と一体のもの
であることが完全に明らかになった。 
 
(ii) 福原真二氏（津田塾大名誉教授）および
久野との共同研究。曲面上の基点つき単純閉
曲線の対数におけるトゥラエフ余加群構造
射の値にベルヌーイ数が現れることを証明
し、同時にベルヌーイ数に関する Kronecker 
関係式の一般化を定式化し証明した(雑誌論
文③)。 
 
(iii) 空でない境界をもつ向きづけられた連
結コンパクト曲面について framing のホモ
トピー集合における写像類群作用の軌道集
合を計算した (雑誌論文④)。種数１の場合に
は新しい不変量を導入する必要があった。 
 
 
なお、本科研費が主催または共催した研究集
会は以下の通り（計 8 件）。 



 
「リーマン面に関連する位相幾何学」 
期日: 2015 年 8 月 24 日(月)- 27 日(木) 
場所: 東京大学大学院数理科学研究科大講
義室 
世話人(敬称略): 田所勇樹 (木更津高専), 
佐藤隆夫（東京理科大）, 佐藤正寿 (岐阜大), 
久野雄介 (津田塾大), 河澄響矢（東大数理） 
 
「リーマン面に関連する位相幾何学」 
期日: 2016 年 9 月 3 日(土)- 6 日(火) 
場所: 東京大学大学院数理科学研究科大講
義室 
世話人(敬称略): 田所勇樹 (木更津高専), 
佐藤隆夫（東京理科大）, 佐藤正寿 (東京電
機大), 河澄響矢（東大数理） 
 
第 67 回 Encounter with Mathematics 「AGT 
対応の数学と物理」  
期日: 2016 年 10 月 28 日(金)- 29 日(土) 
場所: 中央大学理工学部数学教室 
 
「第 43 回 変換群論シンポジウム」 
期日: 2016 年 11 月 17 日(木)- 19 日(土) 
場所: 姫路市市民会館 
世話人(敬称略):黒木慎太郎（岡山理科大学）, 
西村保三（福井大学教育地域科学部）  
 
Workshop: Johnson homomorphisms and 
related topics 
期日: 2017 年 5 月 22 日(月)- 26 日(金) 
場所: 東京大学大学院数理科学研究科大講
義室 
世 話 人 ( 敬 称 略 ): Gwenael Massuyeau 
(Strasbourg 大), 中村博昭 (岡山大理), 逆
井 卓 也  ( 東 大 数 理 ), Christine Vespa 
(Strasbourg 大), 河澄響矢(東大数理).  
（国際研究集会） 
 
「リーマン面に関連する位相幾何学」 
期日: 2017 年 9 月 2 日(土)- 5 日(火) 
場所: 東京大学大学院数理科学研究科 123 
教室 
世話人(敬称略): 田所勇樹 (木更津高専), 
佐藤正寿 (東京電機大), 久野雄介 (津田塾
大), 河澄響矢（東大数理） 
 
「葉層構造と微分同相群 2017」 
期日: 2017 年 10 月 23 日(月)- 27 日(金) 
場所: 東京大学玉原国際セミナーハウス 
世話人(敬称略): 坪井俊（東大数理）  
 
「第 44 回 変換群論シンポジウム」 
期日: 2017 年 11 月 16 日(木)- 18 日(土) 
場所: 福井市フェニックスプラザ 
世話人(敬称略):西村保三 (福井大学教育学
部), 中山雅友美 (長岡工業高等専門学校)  
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