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研究成果の概要（和文）：　常微分方程式の研究を大きく進展させたKatz理論の高次元化に取り組み，常微分方
程式の高次元版である完全積分可能系の大域解析を行った。大域解析の中心的課題はモノドロミーの記述，接続
問題，および不確定特異性がある場合のStokes係数の記述である。数理物理に現れるKZ型完全積分可能系という
重要なクラスの系に対し，そのモノドロミーを帰納的に構成する手法を，Katz理論におけるmiddle convolution
という操作を元に作り上げた。接続問題については，高次元の場合に自然な形で定式化した。不確定特異性を持
つ完全積分可能系に対し，漸近解析とStokes係数の記述を行うための手法を見出した。

研究成果の概要（英文）： We tried to extend the Katz theory for ordinary differential equations to 
higher dimensional case, and applied it to the global analysis of integrable systems. Here global 
analysis means the description of the monodromy, the connection problem and the description of the 
Stokes multipliers for irregular singular case. For KZ type equation, which comes from mathematical 
physics and plays an important role, we succeeded to define the multiplicative middle convolution, 
and gave an effective way to construct monodromy recursively. We also formulated the connection 
problem in higher dimensional case in a natural way. For integrable systems with irregular 
singularities, we gave effective methods to compute the asymptotic behaviors and Stokes multipliers.

研究分野：複素領域における微分方程式

キーワード： モノドロミー　Katz理論　KZ方程式　接続係数　共形場理論　不確定特異性　ストークス係数　漸近展
開

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　高次元の完全積分可能系の理論の構築は，常微分方程式論の単なる拡張ではなく，数学・物理学に本質的な進
展をもたらす重要な取り組みと考えられている。特にミラー対称性をはじめとする数理物理の最前線のテーマは
高次元理論を内包しており，高次元理論を整備することで大きな進展が期待される。本研究は常微分方程式論で
大きな成功を収めたKatz理論の高次元化を目指したもので，完全積分可能系の解の大域的な挙動を調べる様々な
手法を与え，数学・物理学の先鋭的研究の基盤を整備するという意義があったと考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 N. M. Katzによる rigid局所系の理論 [1] は Fuchs型常微分方程式の研究に大きな進展を
もたらした。Katz理論は，微分方程式を特異点における局所挙動が固定された場合の変形可能
性の立場から見る理論であり，解の積分変換に由来するmiddle convolutionという具体的な操
作を通して，Fuchs型常微分方程式全体の空間に精密な構造が入ることを明らかにした。Katz
理論はその後不確定特異点を持つ常微分方程式の理論，あるいは単独高階型の微分方程式の理
論へと拡張され，それぞれめざましい成果を生み出した。研究代表者は以前から Katz 理論の
高次元化の重要性を認識し，多変数の完全積分可能系に対するmiddle convolutionの定式化な
ど，高次元化の基礎となる研究を続けてきていた（[2]）。 
 完全積分可能系については，holonomic 系の理論として，不確定特異性を持つ場合を含む
Riemann-Hilbert対応の確立など，基盤的な理論整備が進められていた。また線形常微分方程
式の変形理論は，変形方程式として得られる Painlevé方程式の解析をはじめ盛んに研究され，
特に線形常微分方程式のなす moduli 空間の代数幾何学的構造が変形方程式の解の解析的構造
を規定する様子が明らかになるなど，大きな成果が得られていた。線形常微分方程式の変形理
論は完全積分可能系の理論ととらえることもでき，moduli空間の構造の解析が完全積分可能系
の研究においても重要であることが明らかになってきたと考えられる。また一方，GKZ超幾何
関数をはじめとする様々な多変数超幾何関数の研究も盛んに行われ，完全積分可能系の個々の
解が代数幾何学・微分幾何学・位相幾何学・表現論・数理物理学などと深く関わる様子が調べ
られた。 
 もう一つ重要な背景として，場の量子論が数学と物理学の新しい交流を引き起こしたことが
挙げられる。特に共形場理論は KZ方程式など多くの完全積分可能系を与え，表現論の立場か
ら詳しく調べられてきた。共形場理論は AGT対応を通して 4 次元ゲージ理論と結びつき，ま
たW代数の理論も整備されてきて，多くの新しい進展が現れていた。 
 不確定特異性を持つ完全積分可能系については，真島が強漸近展開の概念に基づいて理論の
基盤を作り [3]，その後望月，Sabbahらの研究が続く。一方具体的な完全積分可能系の構成は
難しい問題で，具体例を精査することによる理論構築が不十分であるように思われた。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，まず高次元化された Katz 理論を整備すること，そしてその理論を用いて
完全積分可能系についての幾何学的な研究を展開することである。 
 Katz理論の主要部分は，rigidity（変形不可能性）とmiddle convolutionである。Rigidity
は，特異点集合の各既約成分における局所挙動〈特性指数など〉を指定したときの変形可能性
であり，moduli空間の次元として定式化される。高次元の場合には，rigidityは特異点集合の
位相幾何学的情報によって規定される。特異点集合の位相的性質は多様であることから，1 次
元の場合のような rigidity 指数による記述は不可能と考えられる。しかし個々の場合には
rigidity を測ることは可能であり，それに基づいた大域解析が可能と考えられる。このような
rigidityに基づいた解析手法を構築することが一つの目的となる。またmiddle convolutionに
ついては，前述のように高次元化を求める研究を進めてきた。この研究をさらに進め，middle 
convolution という操作によって大域解析的な量がどのように伝わっていくかを解明すること
が重要で，それにより高次元 Katz理論を整備していく。 
 高次元 Katzを整備するのと並行して，完全積分可能系の moduli空間の構造の解明を Katz
理論を用いることで進める。理論面では，middle convolutionをmoduli空間の間の写像とと
らえ，同じく moduli 空間の間の写像ととらえられる特異点集合への制限や合流操作との関わ
りを調べるという基本的な問題に取り組む。それと並行して，具体的な完全積分可能系に対し
てmiddle convolution，特異点集合への制限，合流といった操作を用いた解析を行い，抽象的
に考えるだけでは気付きにくい完全積分可能系の微細な構造の解明を進める。 
 本研究のテーマは数学・物理学の諸分野に関わりを持つ。諸分野の関連する研究成果を取り
入れ，また本研究の切り口で諸分野の研究を見直すことで，お互いに新しい展望を築いていく
ことも目的の一つとする。 
 
３．研究の方法 
 本研究は理論的考察，具体例の研究，諸分野との研究交流を通して行うものである。これら
はいずれもお互いに深く関わり合うもので，並行して行うことで着想や手法に広がりがもたら
されると考える。 
 具体的な完全積分可能系として，KZ型完全積分可能系を中心的に扱う。KZ型完全積分可能系
は middle convolution との関わり方が自然で，また特異点集合への制限・合流操作などへの振
る舞いも調べやすく，さらに物理学との関わりも見やすい。類似の特異点集合を持つ
Lauricella 超幾何微分方程式など周辺的な例も含めて，総合的に研究を進める。他方，特異点
集合の複雑さが完全積分可能系に与える影響を見ることも重要なので，自由因子などの超曲面



を特異点集合とするような完全積分可能系の構成とその解析も進める。 
 研究交流のため毎年 2回程度研究集会を開催し，最近の研究成果を取り入れ，数学・物理学
の関係する諸分野の着想・手法などを学ぶ。この活動は若手研究者に発表の機会を与えて，将
来を担う研究者を育成することも目指している。また自由因子や共形場理論など，本研究と深
く関わる関連分野については，それらの分野の国内外の研究者と連絡を取り，研究情報の共有
や共同研究を目指す。 
 
４．研究成果 
(1) 完全積分可能系の rigidity の研究 
 完全積分可能系においては，その特異点集合となる超曲面の補空間の基本群が重要な役割を
果たす。モノドロミー表現はこの基本群の表現であるので，モノドロミー表現すなわち解の多
価性は基本群に大きく規定される。さらに局所モノドロミーを指定すると基本群の表現類が本
質的に決まることが多く，この性質を rigidity というのであった。本研究においては，局所モ
ノドロミーのスペクトル型を指定することで表現類がどの程度決まってしまうかという問題を
考え，KZ型で階数が 3および 4の場合（Appell 超幾何関数に対応する場合）と，自由因子を特
異点集合に持ち階数が 3 の場合の完全積分可能系について取り組んだ。いずれの場合も
rigidity が示されたが，さらに興味深いことに，スペクトル型を指定するだけで特性指数の間
に関係式が課される場合があり，これは常微分方程式における Fuchs の関係式とは全く性質の
異なる基本群由来の関係式ととらえるべきものと思われる。モノドロミー不変 2次形式の構成
も行った。 
(2) 完全積分可能系の接続問題 
 接続問題は大域解析における基本的な問題であり，完全積分可能系に対してもこれまでいく
つか注目すべき結果が得られている。本研究では，局所モノドロミーを特異超曲面の既約成分
に付随するものととらえることで，完全積分可能系の接続問題の自然な定式化を行った。常微
分方程式の場合と異なり特異超曲面の既約成分は幾何学的広がりを持つため，既約成分同士が
交わりを持つ場合もある。その交わりが正規交叉の場合，その交点における局所解（Gérardお
よび吉田—高野による）を接続問題の視点からとらえることができる。この操作を自明化と呼び，
高次元における接続問題の基本操作として提唱した。交わりが正規交叉でない場合には，部分
的な自明化と本質的な接続問題の組合せとなる。具体例として，Appellの F1, F2について接続
問題を考え，自明化および積分表示を用いた接続係数の記述を行った。 
(3) KZ型完全積分可能系の乗法的middle convolution 
 A型の KZ型完全積分可能系は，特異超曲面が対角線集合ということで特徴付けられる。そ
の補空間の基本群は pure braid groupであり，その表示（特に生成元）は知られている。モノ
ドロミー表現を考察するときには基本群を把握することが必要不可欠である。するとこの場合
にはさらに進んでモノドロミーに対するmiddle convolution（乗法的middle convolution）を
調べることができるのではないかと考えた。加法的middle convolutionについてはすでに構成
していたので，それと整合するように乗法的middle convolutionを構成するのが基本的な問題
である。すなわち加法的middle convolutionで構成された完全積分可能系のモノドロミー表現
を，元の完全積分可能系のモノドロミー表現から代数的に構成したいと考える。加法的middle 
convolutionは Riemann-Liouville 変換という積分変換なので，結果として得られる完全積分
可能系は元の完全積分可能系の解を用いた積分表示を持つ。積分路（1-chain）をうまく採るこ
とで解の基本系を構成し，基本群の元の作用に対する積分路の変化を記述すればモノドロミー
表現が得られる。以上は常微分方程式の場合に[4]で行われた方法で，これを高次元の場合に実
現する。高次元空間における解析接続を精密に記述し，pure braid groupの生成元の間の関係
式を必要に応じて作り出すことで，乗法的middle convolutionの構成方法を見出すことができ
た。 
 高次元の場合，加法的middle convolutionによって特異超曲面は一般に変化する。すなわち
新しい既約成分が加わる可能性がある。しかし KZ型の場合にはそのような変化は起きないの
で，基本群の記述をはじめ調べやすい状況なのであった。一般に特異超曲面を指定して加法的
および乗法的middle convolutionを記述するという問題が考えられるが，基本群に関する知識
がある程度あれば取り組める可能性がある。重要で興味深い問題と考えられる。 
 特異超曲面が次数の高い既約成分を持つ場合には，加法的middle convolutionを定式化する
場合に対称関数を用いた対称化の操作が必要になると考えられる。その場合を研究するための
基礎として，微分対称多項式に関する基本定理を証明した。 
(4) 共形場理論と Katz理論 
 数理物理学，特に共形場理論からは興味深い微分方程式が多く得られる。そしてそこに現れ
る物理学的条件がときには数学に新しい概念をもたらす。KZ 型完全積分可能系もそのような
微分方程式の 1つであった。Virasoro共形場理論はよく調べられていて，多くの重要な結果を
数学・物理学にもたらしている。その先にあるものとして，W代数の表現に関する共形場理論
が考えられている。その全貌はまだ明らかになっていないと思われるが，具体例ではいくつか
興味深い微分方程式が得られている。そのうちの 1つのある 6階の微分方程式について，Katz
理論を適用した解析が可能であることがわかり，物理学者と共同で研究を行った。解の積分表
示を Katz 理論により構成することができ，それを元にモノドロミー表現の記述，モノドロミ



ー不変 Hermite形式の構成を行い，相関関数と構造定数を求めることができた。このように調
べられる方程式はまだたくさんあるであろうし，この研究の手法をさらに発展させてある程度
普遍性のある研究手法を確立することも期待される。特にホモロジーの交点理論と Katz 理論
を組み合わせる手法が有望と考えられる。 
(5) 不確定特異性を持つ完全積分可能系の漸近解析・大域解析 
 不確定特異性を持つ完全積分可能系については，具体例を作ることが難しく，抽象的な議論
に留まっているのではないかという不満があった。しかし高次元Katz理論を適用することで，
具体例を組織的に作り出すことができるようになり，精密な研究が可能になってきたと考えら
れる。本研究ではKatz理論を適用して階数 4の不確定特異性を持つ完全積分可能系を構成し，
その漸近解析・大域解析を試みた。Katz理論を適用したため解の積分表示は構成できるのだが，
その積分は多重積分となり，また被積分関数に現れる多価関数には共鳴が現れる。そのような
積分に対して漸近解析・大域解析を調べる研究はあまりなされていないように思われた。真島
による強漸近展開を多重積分からどのように求めるか，というのが第 1の課題であり，共鳴が
ある場合に Stokes係数をどのように求めればよいか，というのが第 2の課題となる。第 1の
課題については，通常の Taylor展開とは別の，強漸近展開の発想に合わせた被積分関数の展開
を構成することで解決できた。第 2の課題についてであるが，積分領域（サイクル）間の関係
式を求めるとき，通常用いられる青本の方法（1 次元サイクルの関係式に帰着させる方法）で
は，共鳴のため十分な数の関係式が得られないことがわかった。そこで共鳴現象を逆利用して
高次元サイクルの関係式を作るという発想を得，解決することができた。これらの解法は一般
化できるもので，標準的な解析手法となることが期待される。なお漸近展開を考えるときの多
重角領域の取り方についても，抽象論では気づけなかった精密な取り方が必要であることもわ
かった。なおこの研究は継続中である。 
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