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研究成果の概要（和文）：モーメント不等式モデルとは、関心のあるパラメータがモーメント不等式制約によっ
て定義されるモデルであり、近年の計量経済学において多くの関心を集めている。本研究課題においては、不等
式数が標本サイズよりも大きいような場合にも有効な、識別集合内の各パラメータへの統計推測手法の確立に従
事した。具体的には、まず理論解析に必要な確率論的手法を整備したあとに、これらの結果をベースにして、大
規模モーメント不等式モデルに対して、最大値型の統計量に基づく統計推測手法を提案し、その理論的な妥当性
を証明するとともに、数値的な妥当性を検証した。

研究成果の概要（英文）：A moment inequality model is a model where the parameter of interest is 
defined by moment inequality restrictions, and has attracted much interest in the recent 
econometrics literature. In this research project, I have worked on developing inference methods for
 parameters defined by moment inequalities the number of which may exceed the sample size. 
Specifically, I first developed probabilistic techniques required for the theoretical analysis, and 
then building upon such probabilistic results, I proposed inference methods based on max type 
statistics and proved their theoretical validity. Finally, I also conducted numerical studies to 
verify the practical performance of the proposed inference methods. 

研究分野： 数理統計学、計量経済学
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１． 研究開始当初の背景 
モーメント不等式モデルとは、関心のあるパ
ラメータがモーメント不等式制約によって
定義されるモデルであり、近年の計量経済学
において多くの関心を集めている。モーメン
ト不等式モデルにおいては、パラメータが点
識別されることはまれであり、多くの場合、
モーメント不等式をみたすパラメータ集合 
(識別集合と呼ばれる)が得られる。例えば、
航空会社の新規航路への参入メカニズムを
考 察 し た Ciliberto and Tamer (2009, 
ECMT)は、複数均衡が許される場合、企業の
利得関数に含まれるパラメータを識別する
制約がモーメント不等式として与えられる
ことを示した。 
 
Ciliberto and Tamer の例で顕著なのは、企
業数を m とした時、不等式制約の個数が、企
業の取りうる行動のペア全体の個数(2^m) 
に比例して増えていく点である。また、
Chesher, Rosen, and Smolinski (2013, 
Quantitative Economics)は、内生性のある離
散選択モデルにおいて、内生変数が離散的で
m 個の値をとる時、効用関数を識別する制約
が、2^m に比例するモーメント不等式で与え
られることを示した。以上の例で明らかなよ
うに、経済理論から誘導される不等式制約の
個数はかなり大きくなりうる。しかしながら、
モーメント不等式モデルを扱った計量理論
の既存の文献は、不等式制約の個数を固定し
た漸近理論しか考察していないため、扱われ
ている統計推測手法が不等式制約の個数が
大きい場合でも妥当かどうかは不明であっ
た。恣意的に選んだ小数の不等式制約のみを
利用するというアプローチもあるが、制約が
緩和される分、パラメータの信頼領域はより
保守的になる。従って、よりタイトな信頼領
域の構成を目指すためには、利用可能な多く
の不等式制約をすべて使うことが望ましい。 
 
２．研究の目的 
本研究課題は、モーメント不等式によって部
分識別されるパラメータに対して、不等式制
約の個数が標本サイズより大きい場合でも
理論的に正当となる信頼領域を構成する手
法を確立し、提案する統計的推測手法の最適
性を明らかにする。 
 
また、応用上、パラメータ全体の信頼領域よ
りも、パラメータの一部分、より一般的に、
パラメータの関数の信頼領域の構成に関心
がある場合がある。そこで、パラメータ全体
が大規模モーメント不等式をみたしている
時、その関数の信頼領域をどう構成すべきか
も明らかにする。 
 
３．研究の方法 
Rosen (2008, JoE)が指摘しているように、モ
ーメント不等式によって定義されるパラメ
ータに対する信頼領域は、モーメント不等式

の個数を p としたとき、次元 p の多変量片側
検定を反転させることにより得られる。注意
すべきは、次元 p が大きい時は、(i)そもそも
どの検定統計量を用いたらよいか、そして、
(ii) 検定統計量の帰無分布をどう近似するか、
という 2 点は非自明な問題となる。本研究課 
題では、p 個の t 統計量の最大値により定義
される検定統計量に焦点をあて、そのような
最大値型の統計量に対して、申請者が取り組
んできた高次元中心極限定理を応用し、帰無
分布を近似することを考える。 
 
しかしながら、帰無分布の近似が容易である
ことは、最大値型の検定統計量を使う絶対的
な理由とはならない。そこで、(i) に関して、
最大値型の検定統計量の最適性を明らかに
する。また、帰無分布の近似も、直接的な高
次元正規近似だけでなく、さまざまな改良が
考えられる。例えば、データからモーメント
不等式が制約的になっていないと判断でき
る座標がある時は、それらをあらかじめ取り
除いて帰無分布の近似を実行した方が検出
力の点で望ましいことが指摘されている。そ
のような実行方法はモーメント選択と呼ば
れるが、p が大きい時に、モーメント選択を
組み合わせた帰無分布の近似の妥当性を理
論的に、および数値実験によって明らかにす
る。モーメント選択はデータに依存した選択
法なので、特に p が大きい時、その理な解析
は非自明である。 
 
４．研究成果 
本研究課題に関して、まず、理論的なバック
グラウンドになる高次元の中心極限定理、お
よびブートストラップ近似定理に関する論
文をまとめた。具体的には、独立な高次元確
率ベクトルの正規化された和の分布に対し
て、超長方形のクラスに関して一様に正規近
似が成り立つための条件を考察し、そういっ
た正規近似は次元が標本数よりもかなり大
きくても成り立つことを示した。また、類似
の結果を疎な凸集合と呼ばれるクラスに対
しても示した。この論文は確率論のトップジ
ャーナルである Annals of Probability に採
録された。以上の確率論的な結果を用いて、
大規模モーメント不等式モデルに対して、最
大値型の統計量を考察し、その帰無分布を近
似する方法を提案した。また、モーメント選
択や検定手法のミニマクスな意味での最適
性を考察し、以上の結果を論文にまとめ、経
済学のトップジャーナルである Review of 
Economic Studiesに投稿し、改訂要求を得た。
その後、レフェリーのコメントに従い、論文
の改訂に取り組み、再投稿した。具体的には、
いくつか理論的な考察を追加したほか、シミ
ュレーション実験において、既存の手法との 
比較を行った。いままで提案されているモー
メント不等式モデルに対する統計推測手法
は、モーメント不等式の個数を固定してサン
プルサイズを無限大に発散するという漸近



理論のもとでの正当性は示されているが、モ
ーメント不等式の個数が非常に大きい場合
での理論的な正当性は不明であった。今回、
シミュレーション実験において、そのような
既存の手法をモーメント不等式の個数が非
常に大きい場合に無理やり適用した場合、サ
イズのゆがみが生じること、一方で我々の手 
法はそのような場合でも正しいサイズをも
つことが確認された。また、Cilibert and 
Tamer (2007,ECMT)のモデルからデータを発
生させ(パラメータは適当に決める)、我々の
統計推測手法を適用し、その妥当性も検証し
た。以上の追加的なシミュレーション実験に
より、われわれの手法が経済分析上意味のあ
る設定のもとで、既存の手法と比べてもより
有用なものであることが確認された。また、
以上の成果は V. Chernozhukov 氏 (MIT)と D. 
Chetverikov 氏 (UCLA)との共同研究に基づ
く。 
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