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研究成果の概要（和文）：候補となる変数の数が多いとき、罰則付き推定は有用な変数選択の方法である。罰則
付き推定量を用いる際に応用上問題となるのは、正則化パラメータの選び方である。ところが、モーメント制約
モデルの罰則付き推定量に関しては、正則化パラメータの選択方法に関する研究はこれまでほとんど行われてこ
なかった。そこで本研究では、罰則付き経験尤度推定量の正則化パラメータを選択するための、経験尤度情報量
規準と呼ばれる新しい情報量規準を提案した。赤池情報量規準のアイデアを基に、カルバックライブラー情報量
の漸近的に不偏な推定量として、情報量規準を導出した。

研究成果の概要（英文）：Penalized estimation is a useful technique for variable section when the 
number of potential variables is large. A crucial issue in penalized estimation is the selection of 
the regularization parameter. However, there has been little study on the selection method of the 
regularization parameter for the penalized estimation of moment restriction models. This study 
proposes a new information criterion, which we call the empirical likelihood information criterion, 
to select the regularization parameter of the penalized empirical likelihood estimator. On the basis
 of the idea of the Akaike information criterion, our information criterion is derived as an 
asymptotically  unbiased estimator for the Kullback-Leibler information criterion.

研究分野： 計量経済学
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  １版

平成

研究成果の学術的意義や社会的意義
近年、ビッグデータと呼ばれる大規模データの分析が、産業界においても脚光を浴びている。計量経済学でも
徐々に高次元データの利用が進みつつあるものの、応用研究はそれほど多くないのが実情である。そのひとつの
理由として、従来の正則化法の研究の多くが相関関係の発見を目的としているのに対し、経済学者は因果関係の
発見に興味があるという点が考えられる。本研究は、回帰モデルのみならず、より広いクラスのモデルに対して
正則化法の利用可能性を広げるものであり、因果効果の分析など経済学的見地から重要な問題を考察するうえで
有用な手段となりうるものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 データ環境の向上により、高次元データと呼ばれる大量の変数を含むデータが、経済学の実
証研究においても用いられるようになりつつある。高次元データには多くの情報が含まれる一
方で、特定の分析には不要な変数も数多く含まれており、これらの変数を適切に除去しなけれ
ば、正確な分析を行うことはできない。ところが、どの変数が有用であるかは、経済理論から
は必ずしも特定することはできず、観測されたデータに基づいて、使用する変数を選択する必
要が生じる。 
統計モデルに含まれる変数をどのように選ぶかという変数選択の問題は、統計学では古くか

ら考察されてきた研究課題である。古典的アプローチは、赤池情報量規準 (AIC; Akaike 
information criterion)などの情報量規準に基づいて、変数選択を行うものである。このよう
な方法は現在でも広く用いられているが、変数の組み合わせの数は、変数の数とともに指数的
に増大する。情報量規準を用いて変数選択を行うには、候補となっているすべて変数の組み合
わせに対してモデルを推定する必要がある。そのため、高次元データでは計算量が膨大になり、
実行不可能となってしまう。 
 Tibshirani (1996) は、線形回帰モデルの推定方法として、Lasso と呼ばれる L1 罰則項を用
いた正則化法を提案した。Lasso には、いくつかの係数パラメータを 0 と推定するスパース性
と呼ばれる性質がある。対応するパラメータが 0と推定された変数はモデルに含まれないので、
推定と変数選択を同時に行うことが可能である。そのため、説明変数の数が多いときには、計
算量の観点から非常に有用な方法である。Tibshirani (1996) 以降、スパース正則化に関する
研究は急速に進み、現在でも統計学で最も盛んに研究が行われている分野のひとつである。 
 計量経済学でも、正則化法の研究は行われている。特に計量経済学では、モーメント制約に
よってモデルが定式化されることが多いため、モーメント制約モデルの変数選択の方法として、
罰則付き GMM 推定量や罰則付き経験尤度 (PEL; penalized empirical likelihood) 推定量など
が提案されている。先行研究では、罰則の度合いを決める正則化パラメータがサンプルサイズ
の増加とともに一定のレートで 0に収束するという条件のもとで、変数選択の一致性や、推定
量の漸近正規性といった性質が示されている。ところが、実際に推定を行う際には、正則化パ
ラメータの値はデータの分析者が決定しなければならない。推定量の有限標本特性は、正則化
パラメータの選び方に大きく依存するため、適切な選択方法が求められている。しかしながら、
罰則付き GMM 推定量や PEL 推定量では、正則化パラメータの実際的な選択方法はほとんど考察
されていないのが現状である。 

 

２．研究の目的 
 先行研究によって示された PEL 推定量の漸近的性質は理論的に重要であるが、漸近理論は実
際上どのように正則化パラメータを選べばよいかということに関しては指針を与えない。正則
化パラメータの値を分析者が自ら決めなければならないということは、実証研究者が推定量を
用いるうえでの大きな足かせとなる。そこで本研究では、PEL 推定量の正則化パラメータを選
択するための情報量規準を提案する。さらに可能であれば、提案された情報量規準を用いた PEL
推定量が、ある種の基準において望ましい性質を満たすことを示す。 
 
３．研究の方法 
 罰則付き最尤推定量に関して、Konishi and Kitagawa (以下 KK) (1996)が、正則化パラメー
タを選択するための一般化情報量規準（GIC; generalized information criterion）を提案し
ている。本研究では、GIC のアイデアを拡張することにより、カルバックライブラー情報量の
漸近的に不偏な推定量として、PEL 推定量のための情報量規準を導出する。ただし、本研究で
考察する対象は、KK (1996)とは以下の 2点で異なるため、独自の解決策が必要となる。第一に、
KK (1996) ではパラメトリックモデルを考察しているのに対して、本研究で考察するモーメン
ト制約モデルはセミパラメトリックモデルである。第二に、KK (1996) では原点で微分可能な
罰則項を考察しており、L1罰則項などの推定量にスパース性をもたらす罰則項は除外されてい
る。これに対し、本研究の目的は変数選択であるので、原点で微分不可能な罰則項が興味の対
象となる。これらの問題を解決することによって、新たな情報量規準を導出する。 
 
４．研究成果 
主たる研究成果は、以下の３つである。 

（１）PEL 推定量の漸近的性質の解明 
 PEL 推定量の漸近特性については、Leng and Tang (2012)と Chang et al. (2015)によって明
らかにされたと考えられていた。しかし、論文を再検証するうちに、両論文において設定され
ている仮定に問題があることが明らかになった。そこでまず、比較的妥当と考えられる仮定の
下で、SCAD 罰則付きの経験尤度推定量の漸近的性質を再検証した。 
設定としては、Leng and Tang (2012)と同様に、モーメント制約の数(r)とパラメータの数(p)

がサンプルサイズ(n)の増加とともに緩やかに増加しうるケースを考えた。得られた結果として
は、先行研究よりも仮定を緩められただけでなく、先行研究で示されていた PEL 推定量の収束
レートよりも早いレートである root-n/p 一致性を満たすことが示された。また、真のデータ生



成過程がスパースであるときには、正則化パラメータに関する一定の仮定の下で、変数選択の
一致性や、オラクル性と呼ばれる性質を満たすことが示された 
本研究で明らかになったことは、PEL 推定量は罰則なしの通常の経験尤度推定量と同じ収束

のレートを達成することができるということである。これは当然予想される結果ではあるのだ
が、Leng and Tang (2012)では証明されることなく仮定されていた。一方、Chang et al.(2015) 
は PEL 推定量の一致性は示しているが、root-n/r 一致性までしか示されていないうえに、論理
的に満たされない仮定を置いていた。本研究で示された root-n/p 一致性は、特に pが固定され
ている場合においては root-n 一致性をもたらし、Donald, Imbens and Newey (2003) などの先
行研究と整合的な結果になっている。これらの成果は、経験尤度推定量の理論研究の分野に新
たな知見をもたらすものである。 
 本研究成果をまとめた論文は、Econometrics 誌に掲載されている（雑誌論文①を参照）。 
 
（２）正則化パラメータ選択のための経験尤度情報量規準の提案 
実証研究で正則化法を用いる際には、正則化パラメータの選び方が重要となる。しかし、①

で得られた PEL 推定量の漸近理論からは正則化パラメータの値を決定することはできないため、
実証研究で PEL 推定量を用いるのは困難である。そこで、KK (1996) で提案された GIC を拡張
して、PEL 推定量の正則化パラメータを選択するための経験尤度情報量規準 (ELIC; empirical 
likelihood information criterion)を提案した。 
「研究の方法」において述べたとおり、ELIC を導出するために 2つの問題に対処する必要が

ある。第一の問題は、Chen (2007) などの結果を用いて、モーメント制約モデルを分布の集合
として表現することで、パラメトリックモデルと同様にモーメント制約モデルにおいてもカル
バックライブラー情報量を定義することができる。一方、第二の問題は、先行研究においては
考察されていない問題である。この点については、ゼロと推定されるパラメータの推定量と、
非ゼロと推定されるパラメータの推定量で、収束のスピードが異なることを利用することで解
決される。ゼロと推定されるパラメータの推定量の分布は退化するため、ゼロパラメータが既
知である場合とほぼ同様に扱うことが可能となる。非ゼロと推定されるパラメータの推定量は
M推定量の形式で表されるため、結果として、GIC と類似した形式をもつ情報量規準が導出され
た。 
本研究は、Akaike(1973) 以来続く、カルバックライブラー情報量の不偏推定量として導かれ

る AIC タイプの情報量規準の一連の研究に、新たな知見をもたらすものである。従来の研究で
はモデルはパラメトリックモデルに限定されていたが、本研究は分布の仮定を必要としないモ
ーメント制約モデルにおいても情報量規準を導出できることを示しており、AIC タイプの情報
量規準の適用範囲を大きく広げるものである。 
また、本研究で提案された ELIC は、モーメント制約モデルの罰則付き推定量の正則化パラメ

ータの選択方法としてははじめて、理論的な裏付けをもつものである。これまでにも、モーメ
ント制約モデルの AIC もしくは BIC タイプの情報量規準は提案されていたが、パラメトリック
モデルの AIC や BIC の形式を模しただけで、理論的な根拠がないものであった。本研究で示さ
れた ELIC の導出方法は、Hong, Preston and Shum (2003) などの既存の結果に対しても理論的
な裏付けを与えるものになっている。 
 本研究成果をまとめた論文は、Economics Letters 誌に掲載されている（雑誌論文②を参照）。 
 
（３）一般化線形モデルの罰則付き推定量と正則化パラメータの選択方法 
 ②において提案した ELIC について、ある種の損失関数の下での漸近的な最適性を示すことを
試みたが、技術的な問題に直面し、期間内に成果を挙げることはできなかった。しかしながら、
この課題に取り組む過程で、派生的な研究成果を得ることができた。 
 本研究では、一般化線形モデルの 2段階の罰則付き推定量を考察し、その正則化パラメータ
の選択方法を示した。推定方法としては、第一段階で尤度関数に L1罰則項をつけて推定を行い、
変数選択のみを行う。次に、第一段階で選択されたモデルを用いて、尤度関数に L2 罰則項をつ
けて再び推定を行う。このように推定を 2段階にわけることで、特にノイズに比べてシグナル
が強い場合には、L1罰則付きの推定量のバイアスを減らすことができる。この推定を行うため
には、L1 罰則と L2 罰則の２つの罰則に対応する正則化パラメータを決定する必要がある。こ
れに対しては、Mallows の Cp タイプの基準(GCp; generalized Cp)を新たに導出した。さらに、
GCp はカルバックライブラー損失の意味で、漸近的に最適な正則化パラメータを選択すること
が可能であることを証明した。 
 一般化線形モデルの罰則付き推定に関しては、Zhang et al. (2010)と Flynn et al. (2013)
が AIC の漸近的な最適性を証明している。しかし、両論文の証明を検討するうちに、彼らの課
しているモデルに関する仮定は非常に強く、実質的に変数選択を行う必要がないことを仮定し
ていることが明らかになった。本研究は、妥当な仮定の下で正則化パラメータの選択方法の漸
近的な最適性を示した最初の研究である。 

 本研究はシミュレーションなどに未完成な点があるが、完成次第投稿予定である。 
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