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研究成果の概要（和文）：本研究では, ある二次無理数の連分数展開を主として扱っている. 偶数周期の最小元
の連分数展開が持つ性質を見つけ, それらの間にあるいくつかの関係を得たことが本研究の主要な結果である. 
さらに, 類数公式や横井不変量を用いることにより, ある実二次体の系列に対して類数の下からの評価を与え
た. その結果, 自明でない類数を持つ実二次体の族を得た.

研究成果の概要（英文）：The present research has mainly dealt with the continued fraction expansions
 of certain quadratic irrationals. The main results have been to find some properties of that of the
 minimal elements with even period and to obtain some relations between them. Moreover, we gave a 
lower bound for the class numbers of certain real quadratic fields by using the class number formula
 and the Yokoi invariant. As a result, we got a family of real quadratic fields with non-trivial 
class number.

研究分野： 整数論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の第１の学術的意義は, 部分商の最大値やその個数, 実二次体の類数, 分岐の様子など様々な性質を関連
づけた点である. 連分数から導かれる情報は多種多様であるが, それらをそれぞれに意味づけし整理すること
は, 今後の研究にも不可欠である. 第２の意義は, ある条件を満たす代数体を明示的に与えた点である. 様々な
ケースにおいて扱いやすいものを具体的に与えることは, 学術的貢献に値すると考える.



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
代数体のイデアル類群の位数は類数と呼ばれ, 代数体の整数環における既約元への一意分解

性のずれを表す不変量として, 代数的数論において古くから研究の対象となっている. しかし
ながら, 2次体の類数に関してですらその値は明確に捉えられず, 数多くの未解決問題が残って
いる. 1801 年にカール・フリードリヒ・ガウスは「類数が 1 の実 2 次体は無限に存在する」こ
とを予想した. これは現在, 実 2 次体に関するガウス予想と呼ばれている問題であり, この予
想も未だ解かれてはいない. 
古くより, 実 2 次体の類数には連分数との関わりが知られていた. 類数公式に基本単数の値

が現れ, 基本単数は連分数により求められるからである. 一般に, Siegel の定理により類数が 1
の実 2 次体の基本単数は大きくなければならず, よく知られた, ERD 型(extended RD-type)の
実 2 次体には類数 1 のものが有限個しか存在しないという事実は, ERD 型の実 2 次体の基本単
数が明示的に表され, その大きさが小さいことより示される. しかしながら, 一般の実 2 次体
においては基本単数の振る舞いを捉えることは難しく, 決定的な結果が存在しないまま, この
問題はあまり進展がなかった. 

2008 年, 本研究の研究分担者である冨田氏と研究協力者である河本氏によって, 2 次無理数
の連分数展開から定義される「極小型」という概念が導入された. それと同時に, 極小型でな
い実 2 次体の中で類数が 1 のものは高々52 個だけであることが示された. このことより, 類数
が 1 の実 2 次体を見つけるためには極小型であるものから探さなければならないこととなる. 
さらに, 次のような数値実験が河本-冨田によってなされている. 4∤d を満たす平方でない正の
整数 d に対し, d が 4 を法として 2 または 3 と合同ならばω(d)＝ dと定義し, 4 を法として 1
と合同ならばω(d)＝(1＋ d)/2 と定義する. また, ω(d)の単純連分数展開の最小周期をℓ(d)で
表す. 4∤d を満たす平方でない正の整数 d のうち, ℓ(d)＝ℓとなる最小の d を周期ℓの最小元とい
う. dを8億まで走らせたとき, 63948以下の周期ℓに対し, 各周期の最小元が ℓ＝7, 11, 49, 225, 
299, 1032 の例外を除いて類数 1 の実 2 次体を与える. さらに, ℓ＝1, 2, 3, 4, 7, 1032 の場合を
除き, Q( d)は極小型実 2 次体となる. このことが各周期の最小元を捉えることを本研究の目的
とした理由である. 
次に, d の条件を 4 を法として 2 または 3 と合同になるものに制限する. このとき, 8 億まで

の数値実験では各偶数周期の最小元は例外なく類数 1 の実 2 次体を与えている. また, 偶数周
期の最小元の特徴として, ω(d)＝ dの連分数展開の部分商がある合同式を満たすことを, 研
究代表者の岸と河本-冨田は見出した. 我々はこの性質を「末尾急増型」と呼んでいる. さらに, 
末尾急増型の性質を満たす有限列の構成法を, 我々3 名及び名古屋大学の鈴木浩志氏によって
明らかにした. より具体的には, すべての末尾急増型の有限列は 5 つの増殖変換と 3 つの核の
組み合わせにより作られるのである. この増殖変換の個々の性質を調べること, またどのよう
な増殖変換の組み合わせが最小元を与えるのかを調べることを課題として研究を始めた. 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は, 実 2 次体に関するガウス予想の解決を見据えながら, 各周期の最小元の構

成法を見つけることである. 数値実験により, 各偶数周期の最小元が満たす性質として, 連分
数展開が「末尾急増型」であることがわかっている. さらに, 最小元が与える実 2 次体は類数
が 1 の「極小型」と呼ばれる実 2 次体となっている. 末尾急増型となる実 2 次無理数の性質や
極小型となる実 2 次体の性質を調べ, また最小元の持つさらなる性質を見出し, 最小元の構成
方法を考案する. 
 
３．研究の方法 
理論面の考察と数値実験を同時に行っていく. 上記「１．研究開始当初の背景」で述べた通

り, ω(d)の単純連分数展開から周期ごとに d を並べ, 最小元として得られた d に対するω(d)
の連分数展開の部分商を解析することが, 我々の研究の方法である. 今までの研究経過を見る
と, 数値実験が欠かせない研究方法であった. 数値実験の結果が理論的発展を促し, さらに理
論的発展が新たな数値実験を促したのである. 研究分担者の冨田氏の主導の下で, 計算機を利
用した様々な数値実験を行い, 得られたデータを基に, 研究代表者の岸と研究協力者の河本氏
を中心として何らかの性質を見出していく. 
 
４．研究成果 
(1) 11 億までのデータが集まり, 各周期の最小元の持つ性質に関する我々の予想に反例は見つ
からなかった. さらに, ℓ＝14 の場合を除く偶数周期の最小元が満たす性質をいくつか発見し, 
それらの間に関係を見出した. このことについては, 現在論文にまとめているところである. 
(2) 類数公式や横井不変量を利用して実 2 次体の類数を下から評価し, 特定の増殖変換から作
られた末尾急増型の有限列から構成される実 2 次体の類数が 1 とならないことを示した. 
(3) 島根大学の青木美穂氏との共同研究により, 類数が 5 で割れる虚 2 次体のペアの無限族を
ある 4 次多項式の根となるような 4 次体の単数を利用して構成した. さらに, この結果を 8 を
法として 5 と合同な素数 p に拡張し, 類数が p で割れる(p－1)/2 次巡回体のペアの無限族の構
成に成功した. 
(4) その他, 代数体のイデアル類群の構造や類数の可除性に関して次の結果を得た. 



① 東京理科大学の小松亨氏との共同研究により, イデアル類群の 3-rank が 3 以上となる虚 2
次体の無限族を構成した. 
② 朝鮮大学校の Kwang-Seob Kim 氏との共同研究により, 類数が 5 で割れるような 2 次体の
無限族を構成した. 
③ ハリスチャンドラ研究所の Kalyan Chakraborty 氏, Azizul Hoque 氏及びインド科学教育
研究大学ベランプール校の Prem P. Pandey 氏との共同研究により, 与えられた任意の奇数 n
に対し, n 次巡回群を部分群に持つようなイデアル類群を持つ虚 2 次体の無限族を構成した. 
(5) 研究成果の発表については, 14 件の口頭発表を行い, また論文 9 編に対して査読有の国際
誌への掲載が決定している. 
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