
京都大学・数理解析研究所・講師

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１４３０１

基盤研究(C)（一般）

2019～2015

宇宙際幾何学のさらなる展開

Further developments of inter-universal Teichmuller theory

７０４４４４５３研究者番号：

山下　剛（Yamashita, Go）

研究期間：

１５Ｋ０４７８１

年 月 日現在  ２   ６ ３０

円     3,500,000

研究成果の概要（和文）：研究分担者の望月氏により、宇宙際Teichmuller理論を虚数乗法を持つ楕円曲線にも
拡張できることが分かった。これにより、宇宙際Teichmuller理論とDirichlet L関数の零点の間に初めて数学的
な関係が生まれた。これは今後、宇宙際幾何学のさらなる発展としてのゼータ関数の零点への研究の大きな最初
の一歩とみなせる。

研究成果の概要（英文）：The co-investigator Mochizuki showed that we can generalise inter-universal 
Teichmuller theory for
elliptic curves with complex multiplications. Hence, he obtained a relationship between 
inter-universal Teichmuller theory and the zeros of Dirichlet L-functions. This can be regarded as 
the first step of studies of the zeros of zeta functions via further developments of inter-universal
 geometry.

研究分野： 数論幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ゼータ関数の零点の研究は極めて困難であるが、宇宙際Teichmuller理論によるabc予想の証明においてはいわゆ
る「一元体上の微分」に相当する現象が起こっているため、宇宙際幾何学の手法によるアプローチは有力である
と思われる。今回、宇宙際Teichmuller理論とDirichlet L関数の零点の間に関係が生まれたことはゼータ関数の
零点の研究にとって大きな第一歩である。ゼータ関数の零点に関するRiemann予想はクレイによって挙げられて
いる21世紀に解決すべき7つの問題の1つであり、まだRiemann予想までの道のりは遠いが最初の第一歩を踏み出
せたことは社会的意義も大きいと感じる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



１．研究開始当初の背景
　
　研究分担者の望月氏は宇宙際Teichmuller理論を構築し、その帰結としてabc予
想を証明した。

　「宇宙際」の概念はこれまでにない新しいもので、かつabc予想を証明する程
強力なものであり、宇宙際幾何学を発展させることでこれまで証明できなかっ
た他の困難な問題にもアプローチできる可能性がある。
　
　宇宙際Teichmuller理論において、いわゆる「一元体上の微分」(=「数体の微
分」)に相当する現象が起こっている。また、abc予想の誤差項の計算において
現れる1/2はRiemannゼータ関数の零点との関係を示唆しており、実際に宇宙際
Teichmuller理論をさらに発展させて「宇宙際Mellin変換」の理論が構築できれ
ばRiemannゼータ関数の零点について理解できるであろうことが観察されてい
た。
　
　以上のことにより、宇宙際幾何学を発展させてゼータ関数の零点を理解しよ
うという機運が申請者の中で高まった。

２．研究の目的

　新しい強力な手法である宇宙際幾何学を発展させて、その可能性を切り開く
こと。より具体的には、「宇宙際Mellin変換」の理論の構築によりゼータ関数
の零点を理解すること。
　

３．研究の方法
　
　研究の方法については、「宇宙際側」と「ゼータ関数側」がある。
　
　「宇宙際側」について、宇宙際Teichmuller理論のさらなる発展を研究するた
めの方法は、1つは遠アーベル幾何、もう1つはHodge-Arakelov理論である。
Hodge-Arakelov理論的な「物語」を中核とし、遠アーベル幾何はその「物語」
を実行する具体的な道具という位置付けである。
　
　
　宇宙際幾何においては、ある宇宙から他宇宙を見る時に遠アーベル幾何にお
ける諸々の復元アルゴリズムを用いて他宇宙を見る。ここでは遠アーベル幾何
が不可避的に重要な役割を果たす。
　
　また、スキーム論的なHodge-Arakelov理論は宇宙際Teichmuller理論では使わ
れないが、その視点がHodge-Arakelov論的評価写像の構成・「Gauss積分」の視
点及び「奇跡的な等式」において応用されている。これらの道具を用いて宇宙
際Teichmuller理論のさらなる発展を研究する。
　
　「宇宙際Mellin変換」の構築は極めて難しいが、その難しさは、Hodge-
Arakelov理論的な「物語」の構築の難しさにある。
　
　一方、「ゼータ関数側」では、ゼータ関数を研究する方法の1つとして解析数
論を用いる。特に、Siegel零点はabc予想との関係性が以前より知られており、
Chowla-Selberg公式周辺の解析数論が役に立つ。
　
　また、高さ関数を巡る諸々の(遠アーベル幾何とは関連性の薄い)数論幾何も
用いる。



４．研究成果
　
　研究分担者の望月氏により、宇宙際Teichmuller理論を虚数乗法を持つ楕円曲
線にも拡張できることが分かった。これにより、宇宙際Teichmuller理論と
Dirichlet L関数の零点の間に初めて数学的な関係が生まれた。これは今後、宇宙
際幾何学のさらなる発展としてのゼータ関数の零点への研究の大きな最初の一
歩とみなせる。
　
　虚数乗法を持つ楕円曲線では、(1)至る所良還元を持つためにエタール・テー
タ関数の理論が使えない、 ( 2 ) G a l o i s表現の像が小さくなるため宇宙際
Teichmuller理論で現れる対称性が崩れる、(3)所望の不等式を得るための初期テ
ータ・データを構築するステップを変更しないといけない、という3つの問題
が生じる。
　
　(1)はアルキメデス的素点でのエタール・テータの理論により解決された。(2)
は適宜対称性を修正することで問題がないことが確認された。(3)は以前の一般
位置にある楕円曲線の高さ関数に関する研究の変種を示すことで克服された。
　
　宇宙際Mellin変換に関して「Hodge-Arakelov理論的な物語」を見つけることは
困難を極め、宇宙際Mellin変換までの道のりはまだ遠いが実際にゼータとの関
係がついたことは大きいことであり、この方向で研究を進めていきたい。
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