
大分大学・理工学部・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１７５０１

基盤研究(C)（一般）

2017～2015

指数型不定方程式の整数解の研究

Study on integer solutions of exponential Diophantine equations

００２３６９７８研究者番号：

寺井　伸浩（Terai, Nobuhiro）

研究期間：

１５Ｋ０４７８６

平成 年 月 日現在３０   ６ ２２

円     2,600,000

研究成果の概要（和文）：本研究の目的は次の3つの指数型不定方程式の整数解をいくつかの条件の下で決定す
ることである: (1) a＾x + b＾y = c＾z, (2) (pm＾2 + 1)＾x + (qm＾2 - 1)＾y = (rm)＾z ただし, p,q,rは 
p+q=r＾2, (3) (a＾φ(m)-1)/m = x＾l ここで, φ はEulerの関数である. 我々の方法は初等的方法, Baker理
論, 楕円曲線やmodular formsの理論から導かれる一般化されたFermat方程式に関する深い結果を用いることで
ある. 

研究成果の概要（英文）：Our purpose of this research is to determine integer solutions of 
exponential Diophantine equations (1) a＾x + b＾y = c＾z, (2) (pm＾2 + 1)＾x + (qm＾2 - 1)＾y = (rm)
＾z with p+q=r＾2 (3) (a＾φ(m)-1)/m = x＾l, where φ is Euler's totient function, under some 
conditions. Our method is based on elementary methods, Baker's method and deep results on 
generalized Fermat equations via sophisticated arguments in the theory of elliptic curves and 
modular forms.

研究分野： 整数論

キーワード： 指数型不定方程式　整数解　Jesmanowicz予想　Terai予想　Baker理論　一般化されたFermat方程式　楕
円曲線
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 

(1) a,b,c を互いに素な固定された正の整数
とする.このとき, 指数型不定方程式a^x+b^y 
=c^z (*)の正の整数解 x,y,z を考える. 
Mahler は, Thue-Siegel の方法を用いて, 
(*) が高々有限個であることを示した.また, 
Hirata-Kohno は, (a,b,c のある仮定のもと
で) 指数型不定方程式 (*) の解 x,y,z の大
きさの "effective" な上界を与えた. 研究
代表者は, 解の大きさの評価より,解の決定
に大いに興味をもつ. (*)の解を決定するこ
とは一般には難しいが, ある特別なa,b,c に
対しては, 解を決定できる場合がある. この
話題で有名な予想が2 つある.ポーランドの
有名な数学者の Sierpinski の弟子である 
Jesmanowicz は, 1955 年, (*) に関連して, 
次のような指数型不定方程式に関する予想を
提起した.  
Jesmanowicz予想: a,b,c を互いに素な正の
整数とする. このとき, 指数型不定方程式
(*) はただ一つの正の整数解解 (x,y,z)= 
(2,2,2) をもつ. 
このJesmanowicz予想はピタゴラス数a,b,c 

がいろいろな場合に部分的に確かめられてい
るが, 不定方程式論では有名な未解決問題の
一つである. この予想の一般化として, 研究
代表者は1994 年(Proc. Japan Acad.)と1999 
年(Acta Arith.)に, a,b,cのいくつかの組み
の例外を除けば, (*)は高々一つの解x,y,zを
持つことを提起した(Terai予想).  
Jesmanowicz予想は,Terai予想の特別な場合
である. Terai予想は多くの場合に正しいこ
とが確かめられているが, まだ完全には示さ
れておらず, 不定方程式論における未解決問
題の一つである. 本研究では, a^2+b^2=c^2
やa+b=c^2の興味深い場合にTerai予想が正し
いことを示したい. 
 
(2) pを奇素数とし, aをpと互いに素な正の整
数とする. このとき, Fermat の小定理より
q_p(a) は正の整数である. このq_p(a)をa 
を底とするFermat 商という. 整数論におい
てFermat商q_p(a)は重要で興味深い数である. 
例えば, Wieferich は1909 年にFermat 予想
の第一の場合が正しくないならば q_p(2) ≡ 
0 (mod p) が成り立つこと, さらに続いて 
Mirimanoff はq_p(3) ≡ 0(mod p)を示した. 
Lucas は, q_p(2)が平方数となるのはp = 3,7 
に限ることを証明した. 研究代表者は, 1989 
年このLucas の定理を一般化するために, 不
定方程式q_p(m) = x^l (l≧2)が解(p,m,x,l)
を持つかどうかを考察し, ある条件の下でこ
の方程式の整数解を決定した. この結果を
Euler商E_m(a)= a^φ(m)-1)/m=x^lへ拡張した
い. ここで, m はa と互いに素な正の整数で, 
φ(m) はEuler の関数である. ある形の特徴
的な整数がいつ冪となるかは整数論ではよく
ある深い問題である.  
 

２．研究の目的 
 
整数係数の方程式の整数解や有理数解を求め
ることを不定方程式またはディオファンタス
方程式を解くという. ある3つのタイプの指
数型不定方程式の正の整数解をいくつかの条
件の下で決定することが本研究の目的である．
以下に目的を具体的に記す． 
 
(1) a,b,cを正の整数とする.このとき, 指数
型不定方程式 a^x+b^y=c^z の正の整数解 
x,y,z を決定する. 
 
(2) 指数型不定方程式(pm^2+1)^x+(qm^2-1) 
^y=(rm)^z の正の整数解 x,m,n を決定する.
ただし, p,q,rはp+q=r^2を満たす正の整数で
ある.  
 
(3) 指数型不定方程式 (a^φ(m)-1)/m =x^l 
の正の整数解 a,m,x,l を決定する. ただし, 
φ は Euler の関数である.  
 
 
３．研究の方法 
 
(1) Jesmanowicz はピタゴラス数に関する不
定方程式(m^2-n^2)^x + (2mn)^y = (m^2 + 
n^2)^zは, ただ一つの正の整数解 (x,y,z) 
=(2,2,2)を持つことを予想した. 2014年(J. 
Number Theory)の論文において 、研究代表者
は, n=2のときJesmanowicz 予想が成り立つ
ことを証明した. この結果をn≡2(mod 4)の
とき, 次のように拡張したい: 
(i)n/2 が奇素数のべき, (ii)n/2 がmod 8 で
1 と合同となる素因数を持たない 
(iii)n/2 が平方数. そのためには, 2014年
の論文において駆使した, Jacobi 記号の計
算を精密化し,(2/m+n)=-1, (m_0/m+n)=-1 ,  
を巧妙に示し, 矛盾を導く必要がある. ここ
で, m_0:m のある素因数, (*/*): Jacobi記号
である. 上の(i)～(iii)の仮定はy>1 の場合
に用いる. y=1 の場合には最初の方程式は
Pillai 方程式 (m^2 + n^2)^z - (m^2-n^2)^x 
=2mnとなるので, これは通常のBaker 理論よ
り容易に扱える. つまり, linear form(一次
形式) Λ=zlog(m^2+n^2)c – xlog(m^2-n^2) 
を作り,log |Λ|の下からの評価を,特に, 最
近のLaurent による, 二つの代数的数の対数
の一次形式の絶対値の下からの非常によい評
価を応用することにより,方程式の解xの上界
が得られる. この上界を導くときに, m>72n n
の仮定が必要になる. 解xの下界は初等的方
法で得られ,xのこれらの上界,下界を組み合
わせることにより矛盾に至ることを示す. 
 
(2) 2012年(Int. J Algebra)の論文において
研究代表者は, 指数型不定方程式 (4m^2 + 
1)^x + (5m^2 − 1)^y = (3m)^zは, m≠3 (mod 
6)のとき整数解(x,y,z)=(1,1,2)だけを持つ
ことを示した. そのあと, BertokとSu-Liに



よりこの条件は除外され,方程式は完全に解
かれた. この結果を指数型不定方程式(pm^2 
+1)^x + (qm^2-1)^y=(rm)^z へ拡張したい. 
ただし, p,q,rはp+q=r^2を満たす正の整数で
ある. 小さいp, qの値やｑ,rがpで表される
場合に, mに関するある条件の下で,この指数
型不定方程式がただ一つの正の整数解x,y,z) 
=(1,1,2) を持つことを示したい.もっと一般
に, 指数型不定方程式a^x+b^y = c^z(ただし
a+b=c^2)についても自明な解以外に解を持つ
かどうかをMagmaで実験し, いろいろな場合
に解を決定したい.  
 
(3) mをaと互いに素な正の整数とし, Euler
商E_m(a)をE_m(a)= (a^φ(m)-1)/m で定義す
る. Eulerの定理より, E_m(a)は整数である. 
mが素数のとき, E_m(a)はFermat商q_m(a)と
等しい. 1989年(Comptes Rend. Canada), 1990
年(Tokyo J Math)の論文において, 研究代表
者は指数型不定方程式q_p(a)=x^l を考察し
た. 本研究では, この方程式を一般化して, 
指数型不定方程式 E_m(a)=x^l (x,l≧2) (E)
を研究したい.(l,m)=(2,3),(2,6)のときは, 
不定方程式(E)はそれぞれ, a^2-3x^2=1,a^2- 
6x^2=1 となる. これらは, Pell 方程式なの
で無数に整数解をもつ. よって, 以後,(l,m) 
=(2,3), (2,6)のときは“exceptional cases”
として除外することにする. 計算機で数値実
験をしてみると, 不定方程式(E)の整数解
(a,m,x,l)について次が予想される. 
予想：不定方程式(E)のすべての整数解は, 
(a,m,x,l) = (2,7,3,2),(3,5,4,2),(3,10,2, 
3),(5,3,2,3),(7,6,2,3)で与えられる. 
m が 合 成 数 の と き の 解 は (a,m,x,l) = 

(3,10,2,3), (7,6,2,3)だけである. Catalan 
方程式 x^m-y^n=1, 最先端の楕円曲線や
modular form の理論から導かれるx^l±
1=2y^l に関するBennettの結果を用いること
により, (E)の整数解(a,m,x,l)をある条件の
下で決定する. 
 
４．研究成果 
 
(1) ①Jesmanowicz は指数型不定方程式
(m^2-n^2)^x + (2mn)^y = (m^2 + n^2)^zは, た
だ一つの正の整数解 (x,y,z)=(2,2,2)を持つ
ことを予想した. 次の3つの条件の少なくと
も一つが成りたつとき、Jesmanowicz 予想が
成り立つことを証明できた：  
(i)n/2 が奇素数のべき, (ii)n/2 がmod 8 で
1 と合同となる素因数を持たない, (iii)n/2 
が平方数. その証明は、Jacobi 記号の巧妙な
計算、Baker理論,一般化されたFermat方程式
の深い結果による. 主定理の系として, n/2
でn<100のときJesmanowicz予想が成り立つこ
とを得る. この結果に関する論文が2015年, 
Acta Math. Hungarから出版された.今後は,  
n = 3,4,5,7,8,9 や n≡0(mod 4) のとき
Jesmanowicz 予想が成り立つことを示すのを
目標とする.  

②l≡3(mod 8)である素数とし, a,b,c を
gcd(a,lb)=1, a^2 +lb^2 = c を満たす正の
整数とする. そのとき,指数型不定方程式
a^x +lb^y = c^z がただ一つの正の整数解
(x,y,z) = (2,2,1)を持つことをいくつかの
条件の下で示すことができた.その証明は 
Laurent による二つの対数の linear forms 
に対する下からの評価を用いる.この主結果
の系として, 固定されたl≡3(mod 8)に対し,
条件を満たすa,b,cが無数に存在ることが分
かる.この結果に関する論文は 2016 年, Int. 
J. Algebraから出版された.また.これらの話
題 に つ い て は , 「 指 数 型 不 定 方 程 式 
a^x+lb^y=c^z について」という題目で第 136
回日本数学会九州支部例会(於 福岡教育大
学)において講演した. 今後は、l≠3(mod 8)
のときに不定方程式 a^x +lb^y = c^z を解
きたい. そのためには, 4 次不定方程式
X^4-lY^4=Z^2 を解かなけれならない.  
 
(2) ①Terai-Bertok-Su-Li により, 指数型
不定方程式 (4m^2 + 1)^x + (5m^2 − 1)^y = 
(3m)^z はただ一つの整数解(x,y,z)=(1,1,2)
を持つことが,m に関する条件なしに完全に
示された. 研究代表者は、指数型不定方程式
(12m^2 + 1)^x + (13m^2-1)^y = (5m)^z がた
だ一つの整数解(x,y,z)=(1,1,2)を持つこと
を, mに関するある条件m ≠ 17, 33 (mod 40)
の下で示した.この結果に関する論文が 2015
年, Int. J. Algebraから出版された.今後は,
平方剰余相互法則, Baker 理論, 楕円曲線論
を用いて, m に関する条件を外せるように取
り組みたい. 
 
②不定方程式 (3pm^2-1)^x+(p(p-3)m^2+1) 
^y=(pm)^z に関する論文が Period. Math. 
Hungar. から出版された. この論文の主結
果は, m, p に関するいくつかの条件の下で,
上 記 方 程 式 が た だ 一 つ の 正 の 整 数 解
(x,y,z)=(1,1,2) を持つことを示したこと
である.その証明はよく知られた congruence 
methodや 二つの対数のlinear formsの評価
に関するLaurentの定理とBugeaudの定理によ
る. これらの話題については、2017 年8 月に
「On the exponential Diophantine equation 
a^x + b^y = c^z」という題目で第11 回福岡
数論研究集会において講演した. 今後は, も
っと一般的な不定方程式 (pm^2+1)^x + (qm
＾2-1)^y=(rm)^z (ただし p+q=r＾2)やm^x + 
((r-1)m^2-1)^y = (rm^2-1)^zがそれぞれ自明
な解x,y,z)=(1,1,2),(2,1,1)だけを持つこと
を示したい. そのためには、Lucas数列の
Primitive divisor に関するいわゆる“BHV
の定理”や一般化されたFermat方程式に関す
る種々の結果を用いる必要がある. 
 
(3) 1989 年(Comptes Rend. Canada), 1990 
年(Tokyo J Math)の論文において, 研究代表
者はFermat 商 q_m(a)に関する指数型不定方
程式 q_p(a)=x^l を考察した. この方程式を



一般化して、Euler 商 E_m(a)に関する指数型
不定方程式 E_m(a)=x^l (x,l≧2) (E)の整数
解(a,m,x,l)を研究した. まず,整数論計算
ソフト Magma による数値実験から, (E)のす
べての整数解は, (l,m) = (2,3),(2,6)を除
けば, (a,m,x,l)=(2,7,3,2),(3,5,4,2),(3, 
10, 2,3),(5,3,2,3),(7,6,2,3)で与えられる
と予想できる.上記の解で(m,l)= (3,3),(6, 
3),(10,3) のときは, Magma により楕円曲線
の整数点から導かれるのがすぐに分かる. 
Catalan 方程式 x^m-y^n=1, 最先端の楕円曲
線や modular form の理論から導かれる x^l
±1=2y^l に関する Bennett の結果を用いる
ことにより, m ≠ p^k, m ≠ 2p^k(ここで p
は奇素数、k は正の整数) のとき, この予想
が成り立つことを証明できた. この結果に
関する論文が 2015 年, Bull. Australian 
Math. Soc.から出版された. また, これらの
話題については,「Euler 商に関する指数型不
定方程式について」という題目で第 10 回福
岡数論研究集会(於 九州大学)において講演
した. m = p^k, m = 2p^k のとき(E)は Thue 
程式 U^l-p2^(l-2)V^l=±1,または pU^l- 
2^(l-2)V^l=±1 に帰着されるので, 今後は
これらのThue方程式の解決に取り組みたい.  
 
(4) この3年間,次の3つの整数論研究集会を
代表世話人として開催した：①「2015大分整
数論研究集会」(2015年9月1日～3日 於ホルト
ホール大分) ②「2016大分整数論研究集会」
(2016年10月8日～9日 於ホルトホール大分)
③「2017大分熊本整数論研究集会」(2017年10
月7日～8日 於くまもと県民交流館パレア). 
多重ゼーター関数, 解析的整数論, 代数的整
数論, 数論幾何学, 数学史に関する素晴らし
い講演が行われ, 若い大学院生を含めて多く
の整数論の専門家の参加があった. 毎年, 各
講演について活発な質疑応答があり, 大いに
刺激を受け, 整数論の研究者と有意義な意見
交換ができ, 今後の課題についてもいろいろ
議論できる貴重な機会であった. 
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