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研究成果の概要（和文）：リーマン面で定義され非コンパクト対称空間に値をもつ調和写像のループ群論による
構成法の研究を行い以下の成果を得た。
３次元ハイゼンベルク群内の対称性をもつ極小曲面のループ群による構成の基礎理論の構築に成功した。リーマ
ン面で定義されコンパクト半単純リー群に値をもつ調和写像に対するループ群論的構成法（Uhlenbeck-Segal理
論）をリーマン面で定義され両側不変接続を与えた一般のリー群に値をもつ（アフィン）調和写像に対し拡張し
た。3次元双曲空間内のガウス曲率Kが負で一定の曲面および3次元反ド・ジッター時空の空間的平均曲率一定曲
面に対するループ群論的構成について基礎理論を確立することに成功した。

研究成果の概要（英文）：We gave a loop group method for constructing minimal surfaces with symmetry 
in the 3-dimensional Heisenberg group (the model space Nil of nilgeometry in the sense of Thurston).
 We also established loop group methods for constructing constant negative Gaussian curvature 
surfaces in the hyperbolic 3-space and maximal surfaces in the 3-dimensional anti de Sitter 
space-time.　In addition, we generalized the Uhlenbeck-Segal theory　for harmonic maps into compact 
semi-simple Lie groups (principal chiral models) to affine harmonic maps into general Lie groups 
equipped with natural bi-invariant torsion free connection. 

研究分野： 幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
3次元空間の２次元図形（曲面）を深く精緻に理解するためには、それらの図形を具体的に構成することがもっ
とも有効である。一般にはこれらの図形を記述する方程式（非線型偏微分方程式）の解析は困難であるが, 幾何
学的によい性質をもつ曲面（ガウス曲率一定曲面, 極小曲面）や理論物理学に由来する曲面（反ド・ジッター時
空の極大曲面）は具体的構成法を与えることが可能であることを示した。これらの曲面に対する研究手法を与え
た点が本研究の学術的意義である。本研究成果を得る過程で得られた研究手法は他の問題（磁場軌道，重調和写
像）や工業意匠設計（美的曲線）にも応用できた点にも価値がある。



様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	
１．研究開始当初の背景 
 		3次元ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面の単位法線場(ガウス写像)	は,	2次元球面に
値をもつ調和写像	(エネルギー汎関数の停留点として定義される幾何学的変分問題の解)	であ
る。逆に「2 次元球面への調和写像」をガウス写像にもつ平均曲率一定曲面が存在する。この
事実に着目し,	Dorfmeister 氏,	Pedit 氏,	Wu 氏はループ群論を用いて 3 次元ユークリッド空
間内の平均曲率一定曲面の構成法を与えた（1998）。この構成法は DPW 法とよばれ「平均曲率一
定曲面の研究」の中核的研究手法である。	
	（１）	DPW	法は「コンパクト・リーマン対称空間	に値をもつ調和写像」の理論を基礎にして
いる。リーマン対称空間	という条件は本質的である。調和写像の存在に関する研究は,像空間
が負曲率の場合は,	幾何解析的手法で発展していたが,	この手法は正曲率の場合には適用でき
ない。そのため正曲率空間の典型例であるコンパクト・リーマン対称空間に値をもつ調和写像
に対し DPW 法が確立されたことは飛躍的進歩であった。しかしながら非コンパクト(半単純)	
リー群のループ群は複雑な構造をもつため,	DPW 法を非コンパクト・リーマン対称空間に拡張
することは困難さを伴う。3 次元双曲空間において平均曲率 H が一定で 0≦H＜1 をみたす曲面
は(ユークリッド空間や 3 次元球面内に対応物が存在しない)	双曲幾何特有の曲面であり,	こ
れまで強力で組織的な構成理論が得られていなかった（DPW	法も適用できない）。本研究者は,
以前の研究課題（基盤研究(C)	21540067）において，Dorfmeister 氏,	小林真平氏と共同研究
を行い新たなループ群論的構成法を確立した（2014）。	
（２）定曲率でない 3 次元空間における「曲面の構成法」は長く手付かずの状態であった。	
Thurston氏による 3次元幾何学のモデル空間	(定曲率でない6種の空間)	に限っても構成理論
は確立されていなかった。本研究者は前研究課題（基盤研究(C)	24540063）において Dorfmeister
氏,	小林真平氏との共同研究を行い(非コンパクト対称空間である)2 次元双曲空間に拡張した
DPW 法と「曲面のスピン幾何学的表現」とを組み合わせ,	モデル空間の１つであるハイゼンベ
ルグ群（Heisenberg	group）Nil3 の極小曲面	に対する新種のループ群論的構成法を確立した
（2016）。	
（３）「双曲空間の平均曲率一定曲面に対する新 DPW	法」および「Nil3 の極小曲面に対するル
ープ群論的構成法」の確立のために開発した	非コンパクト・リー群のループ群の分解定理	と		
等質空間への調和写像に関する研究成果が「研究の目的」で述べる予想外の３種類のクラスの
曲面に適用可能であることが判明した。この発見から本研究課題の着想が得られた。	
	 	
２．研究の目的 
（１）本研究課題では,	以前の研究課題(基盤研究(C)	21540067,	24540063)において新 DPW 法
の確立のために開発したループ群論に関する種々の技術を発展させ,	次の３つの対象について
ループ群論を用いた構成法を与えることを目的とした。	
		①	3 次元ハイゼンベルク群（Heisenberg	group）Nil3内の対称性をもつ極小曲面	
	 ②	3 次元双曲空間内のガウス曲率 K が負で一定の曲面，とくに完備である曲面	
	 ③	特別な対称性をもつ反ド・ジッター空間 AdS3内の平均曲率 0 の曲面	(極大曲面)		
（２）対称性（群作用不変性）を備えた 3 次元ハイゼンベルク群 Nil3内の極小曲面の構成法は	
（初等的な例）を除き全く知られていなかった。本研究では双曲平面に値をもつ調和写像で,
対称性を備えたもの（同変調和写像）をループ群論を用いて構成すること，同変調和写像から
極小曲面を構成する方法を確立することを主要目的とした。	
（３）3 次元双曲平面内のガウス曲率一定曲面をループ群論を用いて構成する理論を確立する
ことを主要目的とした。この構成法の確立により３次元定曲率空間内のガウス曲率一定曲面に
対し（すべてのケースについて）構成法が与えられたことになる。	
（４）素粒子物理学における AdS/CFT 対応に由来する 3 次元反ド・ジッター時空内の極大曲面
（平均曲率 0 の曲面）をループ群論によって構成する方法を与えること。	
	
３．研究の方法 
（１）Nil3の極小曲面を構成するデータである「双曲平面に値をもつ調和写像」には 2 次特殊
線型群 SL(2,C)が作用する。一方,ハイゼンベルク群の等長変換群は回転群 SO(2)とハイゼンベ
ルグ群の半直積群である。したがって「双曲平面に値をもつ調和写像」の同変性は極小曲面に
遺伝しない。これは定曲率空間の場合と著しく異なる点であり,	Nil3 の幾何学を難しくする理
由の一つである。そこで「極小曲面の同変性」と「調和写像の同変性」を詳細に分析し，その
成果をループ群論的構成法に適用する。	
（２）（１）の成果を AdS3の極大曲面および 3 次元双曲空間内のガウス曲率一定曲面にも適用
できるよう拡張する。	
（３）（１）および（２）の研究過程で得られた成果を他の幾何学的問題（曲線の変分問題,調
和写像の一般化）にも応用し,	本研究の有用性を示す。	
 
	
４．研究成果	
（１）本研究の主たる目標の１つであった「３次元ハイゼンベルク群 Nil3内の対称性をもつ極
小曲面のループ群による構成」の基礎理論の構築に成功した（Josef	F.	Dorfmeister 氏,小林



真平氏との共同研究,	論文投稿中）。また 3 次元ハイゼンベルグ群の極小曲面に対するベルンシ
ュタイン問題を考察した。Fernandez と Mira は指定された正則 2 次微分をもつ極小曲面が 2 径
数族をなすことを示したが２径数の意味は解明できていなかった。本研究では「ループ群論的
証明法」を改良し２径数の幾何学的意味を解明することに成功した(論文○24として発表)。	
（２）リーマン面で定義されコンパクト半単純リー群に値をもつ調和写像に対する（ループ群
論的）構成法が Uhlenbeck 氏と Segal 氏により確立されている。Uhlenbeck-Segal 理論を DPW
法の観点から,リーマン面で定義され両側不変接続を与えた一般のリー群に値をもつ（アフィ
ン）調和写像に対し拡張した（Josef	F.	Dorfmeister 氏,小林真平氏との共同研究,論文⑯とし
て発表,	学会発表（国際会議①で成果発表）。	
（３）3 次元双曲空間内のガウス曲率 K が負(K=-1 は除く)である曲面と 2 次元球面(-1<K)およ
び双曲平面(-1<K<0)に値をもつ写像が対応することを示した。とくにその写像が調和写像であ
ることと K が一定であることが同値であることを証明した（ルー・ヴィルムス型定理）。このル
ー・ヴィルムス型定理を出発点とし,	ガウス曲率一定曲面に対するループ群論的構成法を確立
した（小林真平氏との共著論文を準備中）。	 	
（４）3 次元反ド・ジッター時空 AdS3内の空間的平均曲率一定曲面に対するループ群による構
成について基礎理論を確立することに成功した（論文を準備中）。また AdS3 の時間的平坦曲面
がモンジュ・アンペール方程式で記述できることに着目し,3 次元双曲空間の平坦曲面に対する
表現公式に相当する表現公式を確立した（論文○23として発表）。	
（５）本研究の主要研究対象である「リーマン面で定義域とし,	双曲平面に値をもつ調和写像」	
はある正規性の条件下では sinh-Gordon 方程式に書き換えられる。この sinh-Gordon 方程式は	
3 次元ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面を規定する sinh-Gordon 方程式,	すなわち「リ
ーマン面を定義域とし,	2 次元球面に値をもつ調和写像」とは型が異なり,	解の性質,	とくに
大域的挙動は著しく異なる。本研究では対称性をもつ調和写像を主たる研究対象としているが,	
それらを含むより広いクラスへの拡張もなされるべきである。その試行として,	sinh-Gordon
方程式の類似として知られる Tzitzeica（2 次元戸田方程式の一種）の準周期解を考察した。主
要部が楕円型であるTzitzeica方程式には2種類あり,その1種は5次元球面内の水平的極小曲
面の構造方程式と等価である。5 次元球面内の水平的極小曲面のリーマン・テータ函数を用い
た記述を宇田川誠一氏,	谷口哲也氏との共同研究で与えた（論文⑰として発表）。	
一方,	主要部が双曲型の Tzitzeica 方程式は 3 次元等積アフィン空間におけるアフィン球面の
構造方程式を与える。宇田川誠一氏との共同研究により,	双曲型の Tzitzeica 方程式のテータ
関数解で定まるアフィン球面の具体的表示を与えることに成功した（論文⑧として発表）。	
（６）上記の成果(1)〜(4)を（定曲率でない）３次元等質空間に一般化できるかどうかは重要
な視点である。この観点からの試行として,	内藤博夫氏との共同研究により 3 次元非ユニモデ
ュラー・リー群内の曲面に対する軌道型グラスマン幾何の分類を行った（論文投稿中）。	
この成果は学会発表（国際会議）④で成果発表した。	
（７）研究成果（５）と別の観点からの一般化として接触構造に着目することが考えられる。
ハイゼンベルグ群 Nil3は接触多様体（佐々木多様体）の典型例である。成果(1)〜(4)の他の幾
何学への応用可能性を探るため,	接触多様体における曲線に関する幾何学的変分問題(磁場曲
線)を考察した。Marian	Ioan	Munteanu 氏らとの共同研究において以下の成果を得た。	
①	 一般奇数次元の佐々木空間形内の接触磁場曲線を分類した(論文○25として発表)。	
②	 リーマン多様体の単位接ベクトル束の磁場軌道の基礎理論を確立した（論文投稿中）。とく
にユークリッド平面の単位接ベクトル束の磁場軌道を具体的に記述した（論文③として発表）。	
（８）調和写像の 1 次元類似である弾性曲線を非コンパクト・リー群（相似変換群）のもとで
考察した。梶原健司氏，三浦二郎氏らとの共同研究において,	弾性曲線の相似幾何学的類似は
工業意匠設計において活用されている対数型美的曲線を含むことを示した(論文⑩として発表)。
対数型美的曲線および超螺旋（superspiral）を含む「美的曲線」の候補としてある特殊なリッ
カチ微分方程式で定義される曲線族を発見した(Ziatdinov 氏,	三浦憲二郎氏との共著論文②
及び単著論文⑲として発表)。	
（９）調和写像の一般化の一つである重調和写像（biharmonic	map）に関する関連研究を行っ
た。いくつかのリーマン対称空間内の等質かつ重調和な超曲面を分類した（笹原徹氏との共著
論文⑬,	○22として発表）。	
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