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研究成果の概要（和文）：Kostant-Souriauによる幾何学的量子化の枠組みにおいて，得られた結果が偏極とよ
ばれる付加構造の選び方に依存するかどうかが問題になる．これについて，最近の研究でKahler偏極の1係数族
をうまくとるとその極限として実偏極が現れることがいくつかの例で明らかになった．一方，シンプレクティッ
ク多様体上の可積分とは限らない概複素構造に対しても，Kahler偏極を用いた量子化を一般化したSpin-c量子化
と呼ばれる方法がある．本研究では，底空間が完備なLagrangeファイバー束に対して，Spin-c量子化の断熱極限
として実偏極を用いた幾何学的量子化が現れることを意味する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：In the geometric quantization by Kostant-Souriau, one temporary needs a 
geometric structure, polarization, to construct the quantum Hilbert space. It is the fundamental 
problem whether the obtained result depends on the choice of polarizations. A recent research 
reveals, on some examples, there exists a one-parameter family of Kahler polarization which 
converges to the real polarization.
Any symplectic manifold has many possibly non-integrable almost complex structures, and for them, 
one has a generalization of the Kahler quantization, called the Spin-c quantization. In this work, 
for a Lagrange fiber bundle on a complete base in the sense of affine geometry, one obtained an 
orthogonal family of sections of the prequantum line bundle indexed by Bohr-Sommerfeld points which 
satisfies, under the adiabatic limit: (i) the image of each section by the Spin-c Dirac operator 
converges to 0, (ii) each section converges to the delta-section supported on the corresponding 
Bohr-Sommerfeld fiber.

研究分野：シンプレクティック幾何学

キーワード： 幾何学的量子化　Lagrangeファイバー束　Spin-c Dirac量子化　実量子化　断熱極限

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
シンプレクティック多様体の量子化には様々な方法が知られており，それらの間の関係性を調べることは基本的
な問題である．これについて，Kahler偏極と実偏極の関係は最近の研究によって明らかになりつつあるが，概複
素構造が可積分でない場合（つまり，Spin-c量子化）については，Hilbert空間の次元の一致以外のことは分か
っていなかった．本研究では，先行研究を一般化し，概複素構造が可積分でない場合にも，Spin-c量子化の断熱
極限として実偏極を用いた幾何学的量子化が現れることを示した点に学術的意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

Kostant-Souriauによる幾何学的量子化の枠組みにおいて，シンプレクティック多様体か

ら量子 Hilbert空間を構成する為には偏極と呼ばれる付加構造が必要になる．その為，得ら

れた結果が偏極の選び方に依存するかどうかが問題になる．偏極の典型的な例には，Kahler

多様体に付随する Kahler偏極や，Lagrangeファイバー束（或いは完全可積分系）に付随

する実偏極がある．これら２つの偏極を用いて構成される量子 Hilbert空間について，非特

異射影的トーリック多様体，複素旗多様体，Riemann面上の平坦 SU(2)束のモジュライな

どで両者の次元が一致することが case-by-caseで示されている． 

(1) Kahler 偏極を用いて構成される量子 Hilbert 空間の次元は Dolbeault 作用素（或いは

Spin-c Dirac作用素）の指数であり，実偏極を用いて構成される量子 Hilbert空間の次元は

Bohr-Sommerfeld ファイバーの個数である．先の一連の結果は，Spin-c Dirac 作用素の

Bohr-Sommerfeld ファイバーへの局所化現象とみなすことができる．これについて，古田

幹雄氏（東大数理），藤田玄氏（日本女子大学）との共同研究において，Bohr-Sommerfeld

でないファイバーの解析的な特徴付けを行い，この条件を抽象化した付加構造を定式化し

た．さらに，コンパクトな部分以外にこの付加構造がある閉多様体とは限らない Riemann

多様体上で Spin-c Dirac 作用素の指数理論を展開し，その応用として，ある種の特異ファ

イバーも許容する Lagrange ファイバー束については Spin-c Dirac作用素の指数が特異，

非特異両方の BSファイバーの個数と一致することを示した． 

(2) 一方，最近の研究で Kahler偏極の 1係数族をうまくとるとその極限として実偏極が現

れることが非特異射影的トーリック多様体，複素旗多様体などいくつかの実例で明らかに

なった． 
 
２．研究の目的 

(1) シンプレクティック多様体上には可積分とは限らない概複素構造が豊富にあり，そのよ

うな概複素構造に対して，Kahler偏極を用いた量子化を一般化した Spin-c量子化と呼ばれ

る量子化の方法がある．シンプレクティック多様体がコンパクトで，かつ実偏極のある状況

では，Spin-c量子化における量子Hilbert空間の次元である Spin-c Dirac作用素の指数は，

上述したように，Bohr-Sommerfeld ファイバーの個数と一致する．そこで，研究開始当初

の背景 (2) の観点から，Spin-c 量子化と実偏極を用いた量子化との関係を研究することが

目的である． 

(2) 研究開始当初の背景 (1) で述べた指数理論において，Dirac 型作用素の指数は， 

Witten 摂動のアイディアに基づいて Dirac 型作用素を摂動し，その L2-指数として解析的

に定義される．そのため，定義に基づいて指数を計算することは一般には困難であり，この

ことが局所指数の理論の応用を考える際にしばしな大きな障害になる．そこで，この指数理

論を見直すことで指数を計算する手段を与え，幾何学的量子化などへ応用することが目的

である． 

 

３．研究の方法 

シンプレクティック多様体上で概複素構造の 1 係数族を考え，パラメータを変動させたと

きの付随する Spin-c 量子化の族の挙動と実偏極との関係を調べる．Riemann 幾何学におい

ては，ファイバー束の全空間上の Riemann 計量に対して，ファイバー方向を小さくするよう

な変形を考え，パラメータを変動させたときの付随する幾何学的対象の挙動を調べること

がよく行われる．そこで，実偏極がある状況として，Lagrange ファイバー束の場合に全空



間上の Riemann 計量に対してこのような変形を考えれば，シンプレクティック構造と整合

的な概複素構造の 1係数族が得られる．この族に対して，Spin-c Dirac 作用素の核の元の

挙動を調べ，実偏極と関係を探る． 

 

４． 研究成果 

Lagrange ファイバー束の底空間がアファイン幾何学の意味で完備（普遍被覆空間がユーク

リッド空間と同型）である場合，Lagrange ファイバー束はユークリッド空間上の標準的な

Lagrange ファイバー束（Rn×Tnから Rnへの射影）の基本群作用による商として得られる．

従って，この場合，元の Lagrange ファイバー束上の幾何構造を底空間の普遍被覆空間へ持

ち上げることにより，ユークリッド空間上の標準的な Lagrange ファイバー束上で基本群作

用で不変な Spin-c 量子化を考察すればよいことになる．標準的な Lagrange ファイバー束

の全空間はユークリッド空間 Rnとトーラス Tnの直積であり，この上の概複素構造は Siegel

上半空間の元である行列を用いて具体的に書き下すことができる．そこで，Riemann 計量の

ファイバー方向を小さくする変形に対応する概複素構造の 1係数族と Spin-c Dirac 作用素

を具体的に書き下し，核の元を考察することで以下の結果を得た． 

Lagrange ファイバー束の全空間上の整合的な概複素構造で，ファイバーに沿って不変なも

のが任意に与えられたとき，付随する Spin-c Dirac 作用素を Dとする．Lagrange ファイバ

ー 束の底空間がアファイン幾何学の意味で完備なとき，Bohr-Sommerfeld 点で添え字付け

られた前量子化束の切断の組{sb | b は Bohr-Sommerfeld 点}で次を満たすものを構成でき

た． 

i. sb達は互いに直交する． 

ii. 各 sbについて，Dsbの L2ノルムは断熱極限（ファイバー方向が潰れるようにパラメ

ータを変動させる極限）をとると 0に収束する． 

iii. 断熱極限をとると，各 sbは，超関数の意味で，対応する Bohr-Sommerfeld ファイバ

ーに台を持つデルタ関数に収束する． 

この結果は Spin-c量子化の断熱極限として実偏極を用いた幾何学的量子化が現れることを

意味している．また，概複素構造が可積分である場合には，ある技術的な仮定の下で，sb達

を正則切断の空間の基底になるようにとることが出来た． 

Lagrange ファイバー束の全空間上の関数 f に対して前量子化束の切断の空間上に線型作

用素 Q(f)が定まるが，概複素構造が可積分である場合に，Q(f) が上述の族{sb}を保つ為の

必要十分条件と，その場合に作用素の{sb}に関する表現行列を求めることができた.  

これらの結果は，論文「Adiabatic limits, Theta functions and geometric quantization」

にまとめている． 
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