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研究成果の概要（和文）：4次元球面内の2次元結び目を表す方法として3次元球面内のマーク付きグラフによる
表示方法と3次元球面への射影図による表示方法が知られている。3次元球面内のマーク付きグラフによる表示方
法を使って2次元結び目に対するホモロジー不変量を構成した。また3次元球面への射影図による表示方法を使っ
て2次元結び目に対するホモロジー不変量を4種類 構成した。これらのホモロジー不変量は具体的な2次元結び目
に対して計算することができ、2ツイストスパン三葉結び目と0ツイストスパン三葉結び目を区別できることが分
かった。

研究成果の概要（英文）：There are two methods of representing 2-dimensional knots in the 4-sphere, 
using marked graphs in the 3-sphere, and using projections into the 3-sphere. I constructed 
homological invariants for 2-dimensional knots in the 4-sphere using these two representations. 
Calculating these homologies explicitly, it was shown that both distinguish the 0-twist spun-trefoil
 knot from the 2-twist spun-trefoil knot. 

研究分野： 幾何学

キーワード： 結び目　ホモロジー

  １版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
1次元結び目の研究においては 結び目図式のスケイン関係式を用いて多項式不変量やホモロジー不変量の研究が
発展している。しかし2次元結び目の研究においては結び目図式のスケイン関係式をうまく定義することができ
ないため基本群やカンドル構造を使った研究が中心である。1次元結び目の研究においてスケイン関係式を使わ
ずに定義された接触ホモロジー理論から着想を得て、2次元結び目の研究にホモロジー不変量を導入することが
できた。これにより2次元結び目の研究においても1次元結び目の研究に追随する進展を期待することができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 
3 次元球面内の結び目についての研究は 2000 年頃までは Alexander 多項式、Jones 多項式を初
めとする多項式不変量を使った研究が中心であった。2000 年頃からはそれぞれの圏化である
Heegaard Floer ホモロジー、Khovanov ホモロジーを初めとするホモロジー不変量の研究へと発
展していた。また理論物理学の観点から Ooguri 氏と Vafa 氏は新たな結び目不変量を提案して
いた。さらにシンプレクティック場の理論の観点から Eliashberg 氏、Givental 氏、Hofer 氏は結
び目を初めとする部分多様体の不変量を提案していた。これらの提案を 3 次元球面内の結び目
に対して数学として実現するため、Ekholm 氏、Etnyre 氏、Ng 氏、Sullivan 氏は、余球面束を使
ったフレアー理論を展開することにより、次数付き微分代数を構成し、結び目接触ホモロジー群
を定義していた。さらに Ng 氏は結び目接触ホモロジー群を組合せ的に定義する方法を与えてい
た。また結び目接触ホモロジー群の定義に、カンドルを使って結び目のメリディアンの情報を取
り入れると 3 次元球面内の結び目に対する完全不変量を得られることが Ekholm 氏、Ng 氏、
Shende 氏により示されていた。 
4 次元球面内の 2 次元結び目についての研究は、多項式不変量を構成するための基礎となる結び
目図式のスケイン関係式を定義することが困難である。そのため基本群、カンドル構造を使った
研究が主流であり、多項式不変量やそれらを圏化するホモロジー不変量を使った研究が発展し
ているとはいえなかった。 
 
 
２．研究の目的 
 
 
3 次元球面内の結び目についての研究で発展してきたへガードフレアー理論を中心とするアイ
デア、技術を活かして写像類群、4 次元球面内の 2 次元結び目についての研究を発展させる。特
にフレアー理論の一種であり、結び目図式のスケイン関係式を使わずに定義されている結び目
接触ホモロジー群を参考にして 4 次元球面内の 2 次元結び目についての研究へ応用していく。
結び目の閉組み紐表示を使うとシンプレクティック幾何学において定義された結び目接触ホモ
ロジー群を計算する手法が存在することが知られている。また組合せ的に定義された結び目接
触ホモロジー群は、結び目の組み紐表示、プラット表示、正則表示のそれぞれを使って計算する
手法が存在することが知られている。様々な表示方法を使って定義されている組合せ的結び目
接触ホモロジー群の定義を 4 次元球面内の 2 次元結び目に対して拡張することで、2 次元結び目
のホモロジー不変量を構成する。 
 
 
３．研究の方法 
 
 
2 次元結び目の表示方法として(1) 3 次元球面内のマーク付きグラフによる方法、(2)3 次元球面
への射影図による方法、(3)2 次元閉組み紐表示による方法、の 3 種類がよく知られている。2 次
元結び目の不変量を構成するために、まずは(1)と(2)の表示方法を使う。 
(1)の表示方法において異なるマーク付きグラフが同じ 2 次元結び目を表すとき、これらのマー
ク付きグラフは吉川移動と呼ばれる 8 種類の局所的な操作を有限回 施すことで移りあうことが
知られている。そこでマーク付きグラフに対して次数付き微分代数を定義し、吉川移動で不変と
なるように同値関係を定義することにより、2 次元結び目のホモロジー不変量を構成する。 
(2)の表示方法において異なる射影図が同じ 2 次元結び目を表すとき、これらの射影図は
Roseman 移動と呼ばれる 6 種類の局所的な操作を有限回 施すことで互いに移りあうことが知
られている。そこで射影図に対して次数付き微分代数を定義し、Roseman 移動で不変となるよ
うに同値関係を定義することにより、2 次元結び目のホモロジー不変量を構成する。 
 
 
４．研究成果 
 
 
3 次元球面内のグラフによる表示方法を使って構成した 2 次元結び目の次数付き微分代数は吉
川移動に関して安定同値と呼ばれる代数的な同値関係で不変であることが分かった。特に次数
付き微分代数のホモロジー群は 2 次元結び目の不変量であることが分かった。このホモロジー
の 0 次元部分はコード代数と呼ばれ計算が比較的容易である。2 ツイストスパン三葉結び目と 0



ツイストスパン三葉結び目に対して具体的にコード代数を計算し、得られた代数から有限体へ
の写像の個数を計算することにより、コード代数は 2 ツイストスパン三葉結び目と 0 ツイスト
スパン三葉結び目を区別することに使えることを示した。 
3 次元球面への射影図による表示方法を使って構成した 2 次元結び目の次数付き微分代数は
Roseman 移動に関して安定同値と呼ばれる代数的な同値関係で不変であることが分かった。特
に次数付き微分代数のホモロジー群は 2 次元結び目の不変量であることが分かった。この表示
方法を使った研究においては、鎖群の微分写像が射影図の 3 重点の周りで自然に 4 種類構成さ
れている。そのため次数付き微分代数も 4 種類構成されている。2 ツイストスパン三葉結び目と
呼ばれる 2 次元結び目に対しこれら 4 種類の次数付き微分代数を具体的に計算し、少なくとも
3 種類の次数付き微分代数は異なる情報をもっていることを示した。この計算のために次数の情
報を落とした特性代数を構成し、有限体への写像の個数を計算した。0 ツイストスパン三葉結び
目には 3 重点を持たない 3 次元球面への射影図が存在するため 4 種類の次数付き微分代数は全
て同型であることが分かる。これらのことから 3 次元球面への射影図による表示方法を使って
構成した微分代数は 2 ツイストスパン三葉結び目と 0 ツイストスパン三葉結び目を区別するこ
とに使えることを示した。 
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