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研究成果の概要（和文）：(1) $C_n$ 変形と呼ばれる局所変形で移りあう2つの有向絡み目の，Jones多項式の差
の共通因子の研究，(2) ある種の3価空間グラフの正則イソトピー不変量の，調整図式による正規化の研究，(3)
 ランダム線形空間グラフの研究，(4) 種数2の6交点以下の既約なハンドル体結び目の同型類全体の集合の前順
序構造の研究，(5) 6, 7頂点完全グラフにおけるConway-Gordonの定理の，8頂点以上の完全グラフへの一般化の
研究，を行ない，それぞれの研究について多くの応用を見出した．

研究成果の概要（英文）：(1) We gave the common factor of the difference of Jones polynomials for two
 oriented links which are $C_n$-equivalent,  (2)  For a trivalent graph with certain conditions, we 
showed that any regular isotopy invariant of its adjusted spatial graph diagram is an ambient 
isotopy invariant of the spatial graph, (3) We showed that a rectilinear spatial complete bipartite 
graph on 3+3 vertices is totally free if each of the constituent knots is trivial, (4) We defined a 
preorder in the set of genus 2 handlebody-knots and exhibited a lot of ordered pairs of irreducible 
genus 2 handlebody-knots in the table up to 6 crossings, each of which does not admit this order, 
(5) We generalized the Conway-Gordon theorems for the complete graph on 6 and 7 vertices to complete
 graphs with arbitrary number of vertices greater than or equal to eight. For each of the above, 
many applications were given.

研究分野：低次元トポロジー，空間グラフ理論，結び目理論

キーワード： 空間グラフ　結び目　絡み目　Jones多項式　正則イソトピー　結び目内在性　絡み目内在性　Conway-G
ordonの定理
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研究成果の学術的意義や社会的意義
(1) 結び目のJones多項式の $C_n$ 変形による最小差が特徴付けられた. (2) 結び目の同型分類が正則イソトピ
ー分類に帰着される「基本原理」が，ある種の3価空間グラフにおいても成り立つことが明らかにされた．(3) 
非自明結び目を含まない線形空間 3+3 頂点完全2部グラフは「標準的」であることが明らかとなり，ランダム線
形空間グラフへの応用が見出された．(4) 種数2の既約なハンドル体結び目の階層構造の理解が進んだ．(5) 2を
法とした合同式であるConway-Gordonの定理が，整数上の等式として任意の頂点数の完全グラフに一般化され，
線形空間グラフの理論に多くの応用が見出された．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
空間グラフ理論の研究は，結び目理論の一般化に留まらない内在的な基礎研究課題を持つばか
りでなく，分子生物学や高分子化学への応用分野の理論的支柱の役割も担い，その重要性が高
まっている状況にあった．海外の空間グラフ研究の主流は，長らく，含まれる結び目や絡み目
を調べて空間グラフの複雑度を測る研究で，結び目理論の既知の事実とグラフ理論の数え上げ
的手法に依存していたが，研究代表者は，特に代数的トポロジーに根差した空間グラフの代数
的不変量の研究の応用により，大域的分類問題において成果をあげていたほか，含みうる結び
目や絡み目の観察だけでは抽出できない空間グラフの複雑度の存在を明らかにし，また，従来，
有限幾何の手法と計算機の援用により得られていた結果に代数的不変量の応用による簡明な別
証明を与えるなど，空間グラフ理論全域に渡り成果を積み重ねて来ていた．更に，代数的不変
量の応用による，空間グラフの対称性の研究や，線形空間グラフの結び目内在性の研究は化学
の分野からも反響を呼び，分子トポロジーへの本格的な応用研究の気運が高まりつつあった． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，空間グラフ特有のトポロジー的性質を，具体的に計算可能な代数的不変量を
用いて解明し，その応用を見出すことであった．特に代数的トポロジーに根ざした不変量に着
目し，(1) 空間グラフの補空間の基本群(及びその線型表現)から導かれる(ねじれ)Alexander不変
量の研究，(2) グラフの配置空間のコホモロジーなどを用いて定義される特性類的不変量の研
究，を柱とした研究を行なった．空間グラフの大域的分類問題の研究，空間グラフの幾何学的
対称性の研究，高分子化学のトポロジー的研究(分子トポロジー)のそれぞれについての応用研
究も試み，空間グラフ理論の本質的な理解と進展を目指した． 
 
３．研究の方法 
 
空間グラフの(ねじれ)Alexander不変量については，空間グラフの補空間の基本群の有限表示を
求め，そこに有限表示群の(ねじれ)Alexander不変量の理論を適用するという手法を用いた．ま
た，空間グラフの特性類的不変量の研究については，最も基本的な特性類的不変量である Wu
不変量による空間グラフのホモロジー分類を基に，空間グラフ内の結び目の代数的不変量の線
型和で空間グラフのホモロジー不変量を構成し，そこにホモロジー分類を適用してそれら結び
目たちの束縛条件を捉え，空間グラフの内在的性質を取り出すという手法を用いた．また，空
間グラフの図式上の局所的な変形による各種代数的不変量の変化を調べ，大域的分類問題への
応用を見出すという，研究代表者が慣れ親しんでいる手法も随所で用いた． 
 
４．研究成果 
 
(1) 空間 6頂点完全グラフが含む 2成分絡み目の絡み数の和は常に奇数であり，また空間 7頂
点完全グラフが含む Hamilton結び目の Conway多項式の 2次の係数の和は常に奇数である
ことは，Conway-Gordon の定理としてよく知られている．また，その整数持ち上げとして
の「精密化 Conway-Gordonの定理」が研究代表者によって得られている．森下央子氏(東京
女子大学)との共同研究により，一般頂点数 n の完全グラフについて精密化定理を与え，
空間完全グラフに関して散発的に得られていた既知の Conway-Gordon型公式を全て統一す
るとともに，線形空間グラフに関する多くの応用を見出した． 

 
(2) 結び目 J，K に対し，J の結び目群から K の結び目群への全射準同型が存在するとき J ≧ 

K と定義すると，この関係は結び目型の前順序を定める．特に素な結び目については半順
序となり，11 交点以下の素な結び目についてその構造が決定されている．小澤 裕子氏(東
京女子大学)，鈴木正明氏(明治大学)との共同研究により，種数 2 のハンドル体結び目につ
いて同様の研究を開始し，6交点以下の既約なハンドル体結び目について，Alexander不変
量を用いて，この前順序を許容しない既約な種数 2のハンドル体結び目の多くの組を得た． 

 
(3) ある型の 3 価グラフについて，その同じ空間埋め込みを表す平面上の 2 つの空間グラフ図
式が正則イソトピックであるための必要十分条件を， 各結び目成分の回転数，交差符号和，
及び各頂点の像から決まる不変量によって与えた．応用として，この型のグラフについて
空間グラフの調整図式の概念を導入し，調整図式の正則イソトピー不変量は，もとの空間
グラフのアンビエント・イソトピー不変量となることを示した．これは Kauffmanによる結
び目・絡み目に対する同様の基本原理の空間グラフへの拡張である． 

 
(4) Erica Flapan氏(Pomona College), Kenji Kozai氏(Harvey Mudd College)との共同研究により，
線形空間 3+3頂点完全 2部グラフ K 3,3 は，結び目成分が全て自明ならば全自由(＝任意の
空間部分グラフの補空間の基本群は自由群)であることを示した．このことから結び目成分
が全て自明な線形空間 K 3,3 は「標準的な」空間 K 3,3 であることがわかり，ランダム線形



空間グラフへの応用が見出される． 
 

(5) 任意の 2つの有向結び目の Jones多項式の差は, 必ず (t -1)2 (t 2 +t +1) で割り切れることが 
Jones 本人によって示されていたが, この事実を, 結び目のVassiliev不変量と深く関係する 
C n 同値の立場から, 次のように一般化した：(i) 2つの有向絡み目が C 2 同値ならば, その
Jones多項式の差は (t -1)2 (t 2 +t +1) で割り切れる. (ii) 3以上の n に対し, 2つの有向絡み目
が C n 同値ならば, その Jones多項式の差は (t -1)n (t 2 +t +1)(t 2 +1) で割り切れる. (iii) 3以
上の n に対し, ある 2つの互いに C n 同値な有向結び目の組で, その Jones多項式の差が
ちょうど (t -1)n (t 2 +t +1)(t 2 +1) であるものが存在する． 
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