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研究成果の概要（和文）：大振幅非線形波動を記述する偏微分方程式の解の構造を保存する差分スキームの構築
法の確立とその数値計算法への応用に向けて、これまで離散化に成功していなかったタイプの非線形波動方程式
（多成分系、３次元渦糸問題、水面波の数理モデル、水の土壌への浸透を記述する数理モデルなど）の解の構造
を保存する離散化を行い、様々な方程式に対して自己適合移動格子スキームを構築することに成功した。さら
に、それらを用いた数値計算の精度の検証を行い、自己適合移動格子スキームの有効性を示した。また、自己適
合移動格子スキームと離散微分幾何学との関係についても詳しく調べた。

研究成果の概要（英文）：We developed the theory of integrable discretization of nonlinear wave 
equations and self-adaptive moving mesh schemes. We constructed discrete analogues of coupled short 
pulse equation, coupled Yajima-Oikawa system, reduced Ostrovsky equation, modified short pulse 
equation, Degasperis-Procesi equation based on the theory of integrable systems. We also studied 
accuracy of numerical computations of our self-adaptive moving mesh scheme of the modified short 
pulse equation which has cusped soliton solutions. We also studied numerical schemes of a 
mathematical model of one-dimensional soil water infiltration using self-adaptive moving mesh 
schemes and we verified its numerical accuracy. We also investigated the relationship between 
self-adaptive moving mesh schemes and discrete differential geometry. 

研究分野： 応用数学，非線形波動，応用可積分系，数理物理、数値計算法
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１．研究開始当初の背景 
１９６５年の ZabuskyとKruskalによるソ
リトンの発見以来、非線形波動•可積分系分
野の研究は様々な分野と相互作用をしなが
ら発展してきた。特に、１９７０年代半ばの
広田良吾氏と Mark Ablowitz 氏のソリトン
方程式の可積分性を保つ離散化の試みは１
９９０年代に入って大きく花開いた。中でも、
ベルリン工科大学グループの Bobenko 氏と
Pinkall 氏による（広田氏が発見した）離散
サイン-ゴルドン方程式を元にした離散微分
幾何学の提案（１９９６年）とそれに続く離
散微分幾何学の CG 分野への応用の試みは離
散可積分系研究が他分野との相互作用によ
り新たな応用を作り出しうることを示唆し
ている。また、京都大学の中村佳正氏らのグ
ループによる離散可積分系の特異値分解ア
ルゴリズムへの応用も離散可積分系の研究
で培われた知見を元にして実用可能な数値
計算アルゴリズムが作れることを示唆して
おり、離散可積分系研究で培われてきた知見
を他分野に応用することによって、新しい手
法、アプローチが生まれる可能性がある。最
近、代表者ら(テキサス大・Feng 氏、神戸大・
太田氏)は、可積分系研究で発展した手法、知
見を用いて、特異性のある解を持つ非線形偏
微 分 方 程 式 （ 浅 水 波 を 記 述 す る
Camassa-Holm 方程式、Helle-Shaw 流を記
述する Harry Dym 方程式、超短光パルスを
記述する短パルス方程式など）の解の性質
（厳密解や保存量）を保存する差分スキーム
の開発に成功した。それはメッシュが特異性
のある部分周辺で自動的に細かく刻まれ時
間とともにメッシュが動いていく差分スキ
ームで、代表者らはこれを「自己適合移動格
子スキーム (Self-adaptive moving mesh 
scheme)」と名付けた。いくつかの非線形偏
微分方程式の自己適合移動格子スキームを
開発し、それらの数値計算法としての有効性
を確かめた。 
 
自己適合移動格子スキームの鍵となるのは、
ホドグラフ変換の離散化であるが、ホドグラ
フ変換は一種のオイラー•ラグランジュ変換
であり、また保存則と密接に関連している。
実は、格子間隔の発展方程式は離散保存則の
形をしており、格子間隔は保存密度となって
いる。この保存則により格子間隔が場の変化
に合わせて自動的に調節されていくのであ
る。 
 
さらに、代表者は、九州大梶原氏、山形大
井ノ口氏らの離散微分幾何のグループと議
論し、自己適合移動格子スキームが離散微分
幾何学と密接に関連し、離散微分幾何学を用
いることによって自己適合移動格子スキー
ムが自然に導出できることを発見した。 
 
２．研究の目的 
本研究課題は、代表者らが提案した「自己

適合移動格子スキーム」をより広いクラス
の非線形偏微分方程式に適用可能にし、そ
れらを数値計算法として応用し、数値計算
法としての性能を確かめ、さらに修正、改
良することにより効率の良い数値計算法を
開発することを目的とする。また、自己適
合移動格子スキームにおいては離散化され
た保存則、離散ホドグラフ変換、離散微分
幾何学が重要な鍵となることが我々のこれ
までの研究で明らかになっているが、それ
をさらに追求して、自己適合移動格子スキ
ームの適用範囲を広げることが目標である。 
 
３．研究の方法 
可積分系、ソリトン、非線形波動、離散微
分幾何学分野で培われてきた理論的手法を
用いて偏微分方程式の新しい数値計算法を
開発していくと同時に、具体的な数値計算を
実施して理論の有効性を確認していく。 
 
４．研究成果 
大振幅非線形波動を記述する偏微分方程式
の解の構造を保存する差分スキームの構築
法の確立とその数値計算法への応用に向け
て、これまで離散化に成功していなかったタ
イプの非線形波動方程式（多成分系、３次元
渦糸問題、水面波の数理モデル、水の土壌へ
の浸透を記述する数理モデルなど）の解の構
造を保存する離散化を行い、様々な方程式に
対して自己適合移動格子スキームを構築す
ることに成功した。さらに、それらを用いた
数値計算の精度の検証を行い、自己適合移動
格子スキームの有効性を示した。また、自己
適合移動格子スキームと離散微分幾何学と
の関係についても詳しく調べた。 
 
１年目に得られた研究成果は以下の通りで
ある。結合型短パルス方程式、結合型矢嶋-
及川方程式(多成分長波-短波共鳴相互作用
方程式)の可積分性を保存する離散化を試み
成功した。結合型短パルス方程式の厳密解は
パフィアンで書けるが、離散化によってもパ
フィアン解が保たれる差分スキームであり、
格子点が波形に合わせて動く自己適合移動
格子スキームを構築できた。結合型矢嶋-及
川方程式については格子点は動かないタイ
プの差分スキームが得られこの差分スキー
ムがパフィアン型の解を持つことを示した。
これらの差分スキームを用いて数値計算を
行うと従来の数値計算法ではうまくできな
かった計算が行えることがわかった。これら
の研究結果により我々が提案している構造
保存型離散化の方法の適用範囲がさらに広
がった。また、３次元問題に対する自己適合
移動格子スキーム構築法の探索のため、例と
して渦糸方程式の自己適合移動格子スキー
ム構築に挑み成功した。３次元空間での曲線
の運動に関連するソリトン方程式の自己適
合移動格子スキームは複素関数を導入して
空間1次元のソリトン方程式で表示し離散化



することで構築できることがわかった。この
例により３次元曲線問題に関しての自己適
合移動格子スキームの構成法について理解
が進んだ。 
 
２年目に得られた研究成果は以下の通りで
ある。2 成分 reduced Ostrovsky 方程式の可
積分性を保存する離散化を試み、自己適合移
動格子スキームの構築に成功した。２成分
reduced Ostrovsky 方程式の厳密解はパフィ
アンで書けるが、この解の構造を保存した離
散化に成功し、得られた離散化は自己適合移
動格子スキームとなることがわかった。第二
に、修正短パルス方程式の可積分性を保存す
る離散化を試み、自己適合移動格子スキーム
の構築に成功した。修正短パルス方程式はカ
スプ型ソリトン解を持つが、これまでカスプ
型 ソ リトン解のシミュレーションは困難で
あった。修正短パルス方程式の自己適合移動
格子スキームによってカスプ型ソリトン相
互作用の数値計算を精度良く行えることが
わかった。これらの研究結果により我々が提
案している構造保存型離散化の方法の適用
範囲がさらに広がった。また、自己適合移動
格子スキームの幾何学的側面を理解するた
めの試みとして、defocusing の場合の複素短
パルス方程式の幾何学的構造を調べた。これ
を元 defocusing 複素短パルス方程式の自己
適合移動格子スキームの幾何学的構成のた
めの準備が整った。  
 
前年までの研究成果をさらに発展させるた
めに、３年目は以下の 3つを目標にして研究
を行なった:(1) 自己適合移動格子スキーム
の応用範囲を広げること、(2)自己適合移動
格子スキームが有効な数値計算法であるこ
とを示すための計算精度の検証を行うこと、
(3)現実問題に関わる数理モデルに対する自
己適合移動格子スキームを用いた数値計算
を行うこと。(1)については、非線形波動現
象を記述する様々な非線形偏微分方程式の
解の構造を保存する差分スキームの構築法
の確立とその数値計算法への応用に向けて、
これまで離散化に成功していなかったタイ
プのソリトン方程式の解の構造を保存する
離散化(自己適合移動格子スキームの構築)
を行なった。水面波を記述する数理モデルと
してよく知られる Degasperis-Procesi 方程
式の可積分性を保存する離散化を試み、自己
適合移動格子スキームの構築に成功した。
Degasperis-Procesi 方程式の厳密解はパフ
ィアンを用いて書けるが、この解の構造を保
存した離散化に成功し、得られた離散化は自
己適合移動格子スキームとなることがわか
った。(2)については，自己適合移動格子ス
キームを数値計算法として用いる際に計算
精度はどれくらいになるのかを検証するた
め、修正短パルス方程式の自己適合移動格子
スキームを用いた数値計算の精度について
詳細に調べた。(3)については自己適合移動

格子スキームの現実問題への応用として、水
の土壌への浸透を記述する数理モデルにつ
いて自己適合移動格子スキームを構築し、 
それを用いた数値計算の精度を検証した。こ
れらの研究結果から自己適合移動格子スキ
ームが効果的な数値計算法であることがわ
かった。  
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