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研究成果の概要（和文）：当該研究において、熱方程式およびそこから派生し一般化された放物型方程式に対
し、ポテンシャル論的および関数解析的手法を用いて解析を行った。関数空間としては、ベルグマン空間、ブロ
ッホ空間、およびハーディ空間を導入し、調和双対について議論するとともに、多重放物型方程式に関連した空
間など、より一般の関数空間に対する再生核の決定がなされた。また、不定形量の熱方程式に関連して、対応す
る等角写像を決定するいわゆるリウヴィル型定理が確立された。

研究成果の概要（英文）：In the present research, we analysed the heat equation and related more 
general parabolic equations by using potential theory and the functional analysis. We introduced the
 analogue of Bergman spaces, Bloch spaces and  Hardy spaces, to discuss conjugate functions 
associated with the parabolic operators. Moreover, we obtained some explicit form of the reproducing
 kernels, the  integral operators of which correspond to the orthogonal projection, for more general
 function spaces associated with the iterated parabolic operators. As for the heat equation for 
indefinite metrics, we obtained the Liouville type theorem for conformal mappings, which enables us 
to investigate caloric morphisms. 

研究分野：ポテンシャル論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
一般的に言って、関数を解析することを考慮したとき、性質の良い、取り扱いやすい関数について詳細に研究調
査を行ったのち、近似の手法を用いたアプローチによって目的の結果を得ようと考えることは有効である。そし
て、本研究の成果はそのような方向に向かって進展しているということができる。すなわち、一般の関数は多重
調和関数、あるいは、多重熱方程式の解で近似されることが期待されており、今回、我々の理論が、多重放物型
方程式の方向に一般化されてきたことによって、将来、さらなる応用が期待される。



１．研究開始当初の背景
　ポテンシャル論は, リーマン面上の解析関数の存在に関して, Laplace 方程式の Dirichlet 境界値
問題の解の一意性などの研究から進展してきた.  近年では、Markov  過程など確率論との密接な
関係からの寄与もあり, 複素解析, 確率論, Riemann 幾何学, 関数解析学などの分野が交錯する研
究分野へと発展してきている.  放物型方程式も  Laplace 方程式などの楕円型方程式と同様にポテ
ンシャル論的考察が極めて有効な研究対象である.  これまでの研究において,  放物型方程式のポ
テンシャル論的,  関数解析的研究がなされ,  Jump  型確率過程に対応した放物型方程式について, 
放物型ベルグマン空間が提唱され, その研究が最終段階に入ってきつつある状況であった.

２．研究の目的
　上記背景のもと, 当該研究の基本的な目的は, 放物型方程式について, 解空間の構造と底空間の
幾何学的状況などとの関係を解の積分表示などポテンシャル論的手法を用いて詳細に解析し, さ
らに関数解析的考察を加えることである. 本研究で, 考察の対象となった放物型方程式は, (1). 熱
方程式 (不定計量に関連したものも含む), (2). 多重熱方程式, および, (3). 分数ベキ Laplacian を含
む微積分放物型方程式である.

３．研究の方法
(1) まず,  予算の使用方法について大まかに述べる.  数学においては,  研究を進めるためには他の
研究者との研究連絡をこまめにとることが,  文献の精査とともに必要不可欠である.  したがって, 
当該研究においては, 研究費の大部分を旅費に当てることになった. また, 備品予算は主に新規に
出版された図書の購入に充てられた.

(2) 次に, 研究目的であげた各研究対象に対するアプローチの方法について研究分担者, 研究協力
者の役割分担とともに述べる.

①熱方程式に対するマルチン境界決定のために研究分担者の下村が担当し,  不定形量を視野に
入れた熱方程式を解明するために等角写像の研究から始めた. 

②  多重熱方程式の研究は, 研究代表者の西尾と下村の共同研究として進めた. 平均値の性質が重
要であるが, 新しい平均値の性質としての再生公式の確立から研究を進めた.

③  分数ベキ Laplacian の研究は, 研究協力者として, 山田雅博, 菱川洋介, 田中清喜の３名を迎え, 
関数空間として Bergman 型空間を導入し, 研究を進める. また, 確率論的な立場からの研究は
研究分担者の竹内敦司が担当した. 

４．研究成果
　本研究では大まかに次の3つの研究テーマに沿って研究が進められた. 1つ目は「熱方程式のマ
ルチン境界」2つ目は「多重熱方程式に関する研究」そして3つ目は「放物型ベルグマン空間な
どの放物型方程式の解のなす関数空間およびその上の作用素に関する研究」である. 以下におい
て, 各研究テーマごとの研究成果を今後の課題とともに述べる. 

(1)第1の熱方程式のマルチン境界に関しては,  基礎となる熱方程式について,  その解を保つ変換
に関する研究を分担者の下村勝孝が中心となって等角写像との関連から研究を進めてきた . 
特に,  不定形量がローレンツ不変な時に,  Bateman 変換との関連を明らかにし,  ポテンシャル
論研究集会で発表した.  これにより,  その場合の  Caloric Morphisms の決定問題の完全な解決
にあと1歩とせまったが, それは今後の課題として残された. 

(2)次に第2の多重熱方程式に関する研究では,  Laplacian  を分数べきにする一般化が成功を収め
つつあり、多重調和関数への応用も視野に入ってきている。本  年度は前年度に得られた再
生核の表示公式を重み付きで一般指数のルベーグ空間に対して確立し, その Lp 有界性も示す
ことができた. これらの成果は, 国際研究集会において発表された. 

(3)最後に第3の放物型方程式の解のなす空間についてであるが,  放物型ベルグマン空間の双対空
間の研究から現れてきた放物型ブロッホ空間について, 新たな調和双対の概念を提唱し, 論文
にまとめて発表した. 今後の課題として, 前項との関連から多重放物型方程式の解のなす空間
の詳細な研究が重要性を増してきている.  特に,  ブロッホ型空間の構成とその再生公式,  およ
びそれに関する射影作用素の有界性の研究が急がれるところである.
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