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研究成果の概要（和文）：様々な形の消散項を持つ波動方程式等の初期値問題を考察し、時間が十分経過したと
きの一意解の漸近形を抉り出し、また解自身のある量を計算したとき、算出された量は時間の関数として表され
る。ここではその最適な時間の関数を構成した。一方、摩擦項有りあるいは無しの波動方程式の外部混合問題を
考察しその全エネルギーや局所エネルギーの減衰率について考察した。同時に対応する巾型非線形問題を考察し
小さい解の時間大域的存在と非存在及びエネルギー減衰についての結果を得た。更に、滑らかでない伝播速度を
持つ波動方程式の局所エネルギー減衰率についてある場合にはこれまでに知られている減衰率よりもずっと速い
ということを指摘した。 

研究成果の概要（英文）： In these researches we studied asymptotiic profiles and optimal estimates 
in time of solutions (as time goes to infinity) to wave and/or plate equations with various damping 
mechanisms. The optimality implies the lower and upper bound of solutions with respect to time 
variable. In particular, it should be emphasized that the obtained lower bound in time of solutions 
is quite new in this type of wave equation field. Furthermore, by considering the exterior mixed 
problems for wave equations with/without damping mechanisms we investigated the total and/or local 
energy decay property, and especially in the case of nonlinear problems with power type nonlinearity
 of the corresponding problems for damped waves we determined the so-called critical exponent in the
 two dimensional case. Additionally, we remarked that the rate of decay of the local energy is much 
faster than those already known facts to the wave equation with non-smooth propagation speed.   

研究分野：函数方程式論

キーワード： 波動方程式　消散項　漸近形　エネルギー　減衰構造　Fourier解析　最適評価　非有界領域

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
波動方程式等に摩擦項を加えて初期値問題を考察し、対応する解の漸近挙動がどうなるか、という問題はこの分
野の基本的問題の一つである。しかし、実態はその漸近形自身が必ずしも定義されて一意的に決まるわけでもな
いので、巷にはいろんな型の漸近形解析なるものが溢れている。そこでその得られた漸近形がどの程度確からし
いものかを試すテストの一つが上と下からの最適時間評価の導出にあるといえる。「雑に」漸近形を抉ると「下
からの評価」を導出できない場合が多いように思う。我々の研究成果ではこのタイプの方程式について「それら
しい」漸近形を抉り出し上と下からの最適な時間評価まで導出したことは学術的意義の一つである。 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
  
 研究開始当初までに分かっていた関連する研究としては以下が挙げられる。これらが今回の
５年間の問題意識の大きな原動力となった。 
 研究代表者自身の２０１３年～２０１４年に公表された結果では、所謂「構造的摩擦項（強
摩擦項とも言われる）」を持つ線形の波動方程式を抽象的な枠組みで扱い、その解の時間無限大
における漸近形を発見し、それをベースに具体的な枠組みで解自身のある「量」の上と下から
の減衰評価や下からの無限時間爆発評価等を導出した。また、フーリエ空間におけるエネルギ
ー法を通したエネルギーや解自身の減衰評価についても対応する方程式については導出済であ
る。因みにこの時期以前までは、どちらかというと弱い摩擦項を持つ波動方程式（所謂、消散
型波動）が主な研究対象であり、基礎的なエネルギー評価式やら西原分解に代表される解の漸
近形を導出しその方程式の拡散構造に着目する話題が主流であった。構造的摩擦項を持つ波動
方程式の解の主要項を抉り出すという観点からの研究は無かったように思うし、更に解自身の
ある量を「下から評価」するという思想自身がこの時期まで稀有であったように思う。 
 一方、波動方程式の外部混合問題について述べると、やはり解のある重要な「量」を導出す
る作業は、今までのところ１９９９年ごろ研究代表者等によって構築されたある「簡便な方法」
に頼らないとなかなかその先に進めないという事情があり、そういう一つの方法を持つ研究代
表者には研究開始当初からある意味優位な立場にあったといえる。 
 
２．研究の目的 
  
 研究の目的は以下である。 
(1) 複数のタイプの消散項を持つ線形の波動方程式やプレート方程式等の初期値問題を考察し、
時間が十分経過したときの解の漸近形（主要項）を捉え、それを利用して解自身のある量やエ
ネルギー等の時間についての最適評価を得ること。そして解は複数の消散項の主にどちらの影
響を支配的に受けるのか、を観察することである。単独の消散項のみを持つ場合の解の性質と
の比較が面白い。 
(2) 最適評価が線形のそういった①の問題について得られたなら、今度は対応する方程式に巾
型非線形項を加えた初期値問題を考察し、その非線形項の巾と空間次元との大小によって解の
振る舞いがどのような影響を受けるのか？という、所謂、藤田型臨界指数問題の類似を考察す
ることである。 
(3) 波動方程式に単独の様々の型の「構造的摩擦項」を付け加えて、その初期値問題を考え時
間が十分経過したときの解の振る舞いを、第一漸近形を通して考察する。ただし、特徴的なの
はその構造的摩擦項に付随するある種摩擦の強弱をシンボライズするパラメータをいろいろ動
かして解への影響を観察することにある。 
(4) フリーな波動方程式の伝播速度やら媒質の密度を表す関数にできる限り「弱い」条件を課
して、その対応する局所エネルギーの減衰率に着目する。この時その弱い条件が減衰率にどの
ような影響を与えるのか、という問題を考える。 
(5) 構造的な摩擦項を持つ半線形の波動方程式をある有界な障害物の外側（所謂、外部領域）
で考察し、その解やエネルギーの減衰構造を捉え、更に対応する臨界指数問題を考察する。障
害物のある場合は、フーリエ解析が上手く適用できないため別の方法でアプローチする必要が
あり、その評価の精度を上げるための方法の開発が面白い。 
(6) その他、同様の問題意識で消散的波動方程式の「半空間」における混合問題や弾性波動方
程式などより複雑な方程式の同様な問題も考察する。 
 
３．研究の方法 
  
(1) 考察の対象となる方程式達は「定数係数」の場合が多いので、それらの解やエネルギーを
評価する場合には方程式を空間変数についてフーリエ変換しその得られた常微分方程式に「梅
田-川島-静田」によるフーリエ空間におけるエネルギー法をアレンジして使う。 
(2) 与えられた定数係数偏微分方程式の解の主要項を抉り出すには研究代表者自身が２００４
年ごろに開発した基本解のフーリエ像と初期値のフーリエ像のそれぞれの第１漸近形を抉り出
し、その「積」を解（のフーリエ像）の主要項とする方法があるのでそれに従って行けるとこ
ろまで行く。 
(3) 変数係数の偏微分方程式の解析については、その外部問題も含めてフーリエ解析が上手く
機能しないが、研究代表者の共同研究として１９９９年ごろに開発した修正 Morawetz 法がある。
これは開発からすでに２０年ほど経過しているが、意外にもまだまだ応用できる方程式や問題
があるので、こちらも行けるところまでこの手法を駆使して研究を進めたい。 
 
４．研究成果 
 
 ２０１５年度～２０１９年度までのすべての得られた結果は以下である。 
(1) Plate 型方程式の１次元外部混合問題を考え、そのエネルギーの「速い減衰率」の導出に



成功した。半空間特有の解の性質を導出した最初の成果であり、Funk. Ekvac 誌上に掲載され
た。ブラジルとの国際共同研究である。 
(2) 原点付近で退化し空間遠方で臨界的に減衰する変数係数の摩擦項を持つ１次元波動方程
式の外部混合問題を扱い、その全エネルギーの最適な減衰率の導出に成功した。このタイプの
方程式で半空間問題を扱った最初の成果であり Diff. Int. Eqns 誌上に掲載された。 
(3) 通常の弱い摩擦項と強い摩擦項を 2 つ同時に持つ線形の定数係数波動方程式の初期値問
題を扱い、その解の時間無限大における漸近形を抉りだした。Asymptotic Analysis 誌上に掲
載された。言われているほど強い摩擦項の影響がそれ程「強くはなかった」ことを示した最初
の成果である。 
(4) 回転慣性力項と構造的な摩擦項を備えた Plate 型方程式の初期値問題を扱い、その解の最
良な減衰率と漸近形を抉りだすことに成功し、J. Math.Anal.Appl.誌上から掲載された。この
手の複雑な方程式の解の漸近形を、某大な計算により発見したという意味で貢献しているが低
次元の場合は未着手である。ブラジルとの国際共同研究である。 
(5) 強い摩擦項を持つ線形波動方程式の初期値問題を扱い、空間 1,2 次元でのその解のある量
のシャープな爆発率を導出し、さらに線形化された Navier-Stokes 方程式の初期値問題の解の
density の時間無限における漸近形を導出した。シャープというのは上と下からの時間評価式
を導出したという意味である。Diff. Int. Eqns 誌上で掲載された。 
(6) 強い摩擦項と弱い摩擦項を同時に持つ波動方程式にさらに巾型非線形項を加えた非線形問
題を扱い、国内共同研究者の竹田氏（福岡工大）とその初期値問題の藤田型臨界指数特定問題
を考察した。巾型非線形項の指数が藤田指数より真に大きい場合に、十分小さい初期値に対す
る時間大域解を空間１,２次元の場合に構成し、更に巾型非線形項の指数が藤田指数より小さい
場合には適切な初期値についての対応する解が時間大域的に存在しえないことを証明した。こ
れらの結果は、Nonlinear Analysis 誌上に掲載された。 
(7) 竹田氏（福岡工大）との共同研究において、空間方向に非有界な摩擦係数を持つ線形波動
方程式の全空間における初期値問題を考え、その弱い意味での解の一意存在と対応する全エネ
ルギーの速い減衰率の導出に成功した。これは Funk. Ekvac 誌上.において掲載された。因みに
この研究はプレプリントの段階から早くもポルトガル‐スイスの研究者達によって引用される
など国際的な関心の高さを証明することとなった。これまで本質的に「非有界」な変数係数を
持つ場合の波動方程式それ自体が扱われてこなかったという意味において、この分野における
先駆的な研究であるといえるだろう。 
(8) ブラジルの Ruy C. Charao 氏との共同研究においては線形化された圧縮性 Navier-Stokes
方程式の初期値問題を扱い、その解の時間無限大における漸近形の新たなる導出方法について
の一考察を行い、国内の数学専門誌 Hokkaido Math. J.から掲載された。 
(9) 私の研究室所属の当時の大学院生である井餘田氏との共同研究によって、「非常に」強い
粘性項を持つ定数係数の波動方程式の初期値問題を扱い、その（一意）解の時間無限大におけ
る漸近形を導出し、さらに支配方程式特有の「微分損失構造」を抉り出すことに成功した。応
用として、対応する解のあるノルムの上と下からの最良な減衰率を特定し、特に空間１,２次元
は例外的に波動からの影響が強くなりその解の拡散性を凌駕していることをエネルギーと
L^{２}ノルムとの比較で観察できた。これも国際的数学専門誌の Math. Meth. Appl. Sci.から
掲載された。 
(10) 竹田氏（福岡工大）との国内共同研究として構造的な摩擦項を持つ線形の波動方程式の
全空間における初期値問題を考察し、その解の時間無限大における漸近形及び解の L^{2}－
norm の上と下からのシャープな減衰評価を、方程式のパラメーターに応じて細かく分類・導出
した。この結果は、国際的な微分方程式の専門誌 J. Dynamics and Differential Equations
から出版された。 
(11) イタリアとの国際共同研究として、強い摩擦項を持つ線形のいわゆる Klein-Gordon 型の
波動方程式の初期値問題を考察し、研究代表者が独自に編み出した 2014 年の JDE 誌上で公表さ
れた手法をこの方程式に応用し、時間無限大における解の漸近形を抉り出し、更にそれを使っ
て、解自身の L^{2}norm の下からの減衰評価を導出した。これも国際的な数学専門誌である
Mathematical Methods in the Applied Sciences から出版された。 
(12) 国内共同研究として強い摩擦項と弱い摩擦項の２つの摩擦項を持つ半線形波動方程式の
初期値問題を考察した。この問題では、それまで空間１,２次元の場合には、その非線形項の巾
のいわゆる藤田指数を特定することにすでに成功していたが、空間３次元以上の場合について
は未解決であった。今回この論文においては（基本）空間３次元の場合にも藤田臨界指数を特
定することが出来、全体として時間が十分立つと弱い意味の摩擦項の影響が支配的になる、と
いうことを再び確認した。この研究は Osaka J. Mathematics 誌上で掲載された。 
(13) 半空間上の摩擦項を持つ波動方程式の外部混合問題を考え、その全エネルギーの減衰率
を特定する問題を考察した。特徴的なのは、摩擦が半空間の無限遠方のみで有効な場合を扱っ
ていることである。全空間では自身の過去の結果があるがそれの半空間版を構築した。
Asymptotic Analysis 誌上で掲載された。 
(14) 強い摩擦項と弱い摩擦項を持つ波動方程式の初期値問題を扱い、その対応する解の時間



無限大における高次漸近展開公式を与えそれを使って解と第 1漸近形との差の上と下からの最
適減衰評価を導出した。当時の博士院生との共同研究として Asymptotic Analysis 誌上で掲載
された。 
(15) 弱い摩擦項と「非常に」強い摩擦項を同時に持つ波動方程式の初期値問題を扱い、時間
が十分経過したときは、初期値の滑らかさが十分高いときに限ってその漸近形として熱核が表
れること、及び初期値の滑らかさが低い場合はその解の減衰率はその滑らかさに応じてゆっく
りとなること、所謂微分損失構造を含むことを見出した。因みに「微分損失構造」は別の方程
式で川島氏によって最初に発見・命名された解の性質であり、今回の我々の方程式にもその構
造があることが分かった。当時の修士院生との共同研究として Evolution Equations and 
Control Theory 誌上に掲載された。 
(16) 全空間における線形の波動方程式を扱い、特に空間１,２次元においては荒く言って、初
期速度のゼロ次モーメントが消滅していれば代数オーダーの局所エネルギー減衰が生じる、こ
とを注意した。敢えて、小難しい関数空間を設定しなくてもそういった減衰が得られることを
指摘した。また、非常に早く空間遠方で減衰する摩擦項を持つ波動方程式の全エネルギーは一
般に非減衰であることは知られているが、ここでは、少なくとも局所エネルギーは減衰するこ
とを指摘した。Azerbaijan J. Math.に掲載された。 
(17) 強弱 2つのタイプの摩擦項と巾型非線形項を持つ波動方程式の外部混合問題を考察し、
所謂臨界指数特定問題を考察した。特に２次元の場合は弱い摩擦項の影響が強く表れて臨界指
数が実際に藤田型になることを確認した。時間が立つと熱的な性質が支配的になるという結果
である。空間３次元以上についてもある程度の臨界指数もどきを考察した。イタリアー日本と
の国際共同研究として Nonlinear Differential Equations and Applications 誌上に掲載され
た。 
(18) 空間変数依存の伝播速度があまり滑らかでない場合の波動方程式の初期値問題を考察し、
その局所エネルギーが代数オーダーで減衰することを注意した。それまでは、この場合、一般
に対数オーダーでの減衰はすでに知られていたが、その伝播速度のあるパラメーターが小さい
場合に限っては、代数オーダーで減衰するという指摘である。これまでの結果をもう少しデリ
ケートに分類すべきであるという知見が得られた。ブラジルとの国際共同研究として J. Math. 
Analysis Applications 誌上に掲載された。 
(19) 回転慣性項と摩擦項を持つプレート方程式の初期値問題を考察し、その解の時間無限大
における漸近形が熱核と正則性を象徴する２つのパラメータの大きい・小さい・等しい、によ
って 3つのタイプに分類されることを発見した。２人の院生との共同研究として J. Hyperbolic 
Differential Equations 誌上に掲載予定である。 
(20) 強摩擦項を持つ線形波動を一般化した所謂σ-発展方程式の初期値問題を考察し、時間無
限大における解のある量の上と下からの最適な時間評価を、そのパラメータσと次元ｎとの関
係で抉り出した。これは Asymptotic Analysis 誌上で印刷中である。2014 年に私がＪＤＥ誌上
に最初に公表したσ=1 の場合の一般化である。 
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