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研究成果の概要（和文）：辺に色が塗られた辺着色グラフに対して，指定した構造をもつ単色の部分グラフや各
辺の色がそれぞれ異なる虹色の部分グラフが存在することを保証する色数やグラフの頂点数といったパラメータ
について最善の値を求めるグラフの極値問題をラムゼー型問題という。ラムゼー型問題のような最善の値を求め
る極値問題は一般に非常に難しい問題である．本研究では，ラムゼー型問題を解決するための新しいツールの開
発を目指して様々な角度から研究を推進し，一定の成果を得ることが出来た．

研究成果の概要（英文）：In this research project, I explored a new approach toward the Ramsey-type 
problems in graphs. As a result, I obtained some new results that could be useful tools to tackle 
 some of the Ramsey-type problems in graphs.    

研究分野： 組合せ論、特にグラフ理論

キーワード： グラフの極値問題　ラムゼー数　ラムゼー型問題　グラフの辺着色　グラフの安全集合

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ラムゼー型問題の解決には単色の部分構造の解析が重要であるため，本研究を進める上でグラフの安全集合とい
う新しい概念を提起して全く新しいアプローチから研究を推進した．その結果，ラムゼー型問題に留まらずグラ
フ理論の幅広い分野で適用可能な定理を多数得ることが出来た．グラフの安全集合の概念はグラフアルゴリズム
の研究者グループの注目を惹き，本研究から国内外で活発に研究がなされるような波及効果を生み出すテーマを
提供することが出来た．また，肝心のグラフのラムゼー型問題についても，辺着色グラフ上の分割問題に関する
ある予想を提起し，その部分的解決を与えることで注目度の高い研究成果を与えることが出来た．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
完全グラフの辺を複数の色で着色したときに単色の部分グラフを見つけるという問題は，グラ
フのラムゼー数と深く関係していて，世界中の研究者によって近年盛んに研究が進められてい
る．完全グラフ Kn の辺をどのように 2 色で着色しても単色の完全グラフ Km が部分グラフと
して含まれてしまうような n の最小値 R(m)はラムゼー数と呼ばれている．ラムゼー数を決定
する問題は大変難しく，驚くべきことに m=5 の場合でさえその正確な値は決定されていない
(43≦R(5)≦49 であることが知られている)．この問題は色数をｋとして一般化し，Kn が含む
単色の部分グラフとして求めるべきグラフを H とおくことにより，さらに次のようなラムゼー
型問題として一般化出来る． 
 
問題１ 完全グラフ Kn の辺をｋ色用いてどのように着色しても単色の H が Kn に部分グラフ
として必ず含まれてしまうような n の最小値 R(k,H)を決定せよ． 
 
上で述べた k=2,H=K5 の場合ですら未解決であるという状況から推察出来るように，おしなべ
て R(k,H)を決定する問題は非常に難しい問題である．実際，k や H をかなり限定した場合で
すら完全決定は困難をきわめ，これまでにおけるこの問題の進展について一例を挙げると，
Benevides, Skokan(J.Combin. Theory Ser. B 2009)により k=3，H が閉路 Cm で m が十分大
きい偶数の場合に限ってその値が決定され，Li(J. Graph Theory 2009)により R(k,C5)の良い
上界が与えられているといった状況である．得られている結果の多くが証明において確率を利
用した手法に基づいていたり，頂点数が十分大きいときに効果的な Szemeredi の一様化補題を
適用することでその部分的解決を与えている．これらの手法は一般化ラムゼー型問題に対して
大変有効であるが，手法の特性から個々の問題を完全に解決することが難しいことと，グラフ
の内部構造を突き詰めてゆく構成的手法ではないことから，所望の結果が得られてもその後の
研究に活かせるようなグラフの極値構造把握に対する知見を与えてくれないという２つの欠点
があった． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，上述の問題点を解消するラムゼー型問題に対する構成的証明手法の確立であ
る．そのためには，辺着色されたグラフの単色部分グラフの構造を詳しく調べる必要があるた
め，様々な角度から研究を推進した． 
 
３．研究の方法 
辺着色グラフの構造を調べる過程で単色部分グラフの構造を調べることになるので，本研究課
題は部分構造にある制約をもつグラフの構造を解析する問題に帰着される．そのため，グラフ
の安全集合という概念を提起してグラフの内部構造を調べる方法や，グラフの連結度を突き詰
めて考察する方法や，最長パスの交差に関するグラフの内部構造の把握といった方向の研究を
推進し，様々な有用な結果を得ることが出来た． 
 
４．研究成果 
グラフの安全集合に関する研究は多くの研究者たちの興味を惹き，彼らとの共同研究を推進す
ることで多くの研究成果を得ることが出来た．具体的には，論文②⑤⑨⑪が当該成果に該当す
る．グラフの連結度に関する研究も大きく進展し，論文⑦⑫⑭などの研究成果を得ることが出
来た．最長パスの交差に関する研究についても一定の成果をあげることに成功し，論文①④な
どが当該成果に該当する．その他，辺着色グラフの有向グラフ版に関する考察による研究成果
（論文③）や，辺着色グラフの構造解明を大きく進展させた研究成果（論文⑥⑩⑮）を得るこ
とが出来た．本研究の目的にある，ラムゼー型問題に対する構成的証明手法の確立については，
統一的な手法は得られなかったものの，グラフ理論の幅広い分野で適用可能な有用な定理が多
数得られたことと，それらの定理が多くのラムゼー型問題に対しても適用可能であり，実際に
いくつかの問題に対して大きな進展を与えられたことから，本研究課題の目標に対して一定の
研究成果をあげることが出来たように思われる． 
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