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研究成果の概要（和文）：最近、冷却原子系の実験で孤立量子系の緩和的振る舞いが観察され、局所物理量の期
待値は、一般の系では小正準分布へ熱化し、可積分系では一般化ギブス分布へ平衡化すると予想されている。本
研究では可積分量子系の様々な非平衡ダイナミクスを研究した。１次元ボース気体（Lieb-Liniger 模型）で、
１ホール状態を重ね合わせた状態は弱結合の場合、密度プロファイルが古典ダークソリトンと完全に一致し、時
間発展でもある時間まで一致した。この状態を量子ソリトン状態とよぶことができる。量子ハイゼンベルク鎖
で、スピノン状態を重ね合わせて磁化の局在状態を実現して時間発展を観察した結果、時間変数のべきでゆっく
り減衰した。

研究成果の概要（英文）：Recently, relaxation behaviors of isolated quantum systems were observed in 
cold atomic experiments. It is conjecture that in non-integrable systems expectation values of 
localized physical quantities approach values associated with the micro-canonical ensemble 
(thermalization), while in integrable systems values associated with the generalized Gibbs ensemble.
 In this research we studied aspects of non-equilibrium dynamics for integrable systems. For the 
one-dimensional Bose gas (the Lieb-Liniger model), some superposition of one-hole states shows a 
density profile consistent with a classical dark soliton in the weak coupling case. We call it a 
quantum dark soliton state. In the one-dimensional Heisenberg model we constructed a quantum state 
that has a localized magnetization profile, and derived its time evolution with the Bethe ansatz. We
 have observed that it relaxes very slowly almost proportional to some power of time variable.  

研究分野：数理物理学

キーワード： 可積分量子系　孤立量子系　量子ダイナミクス　ベーテ仮設　ダークソリトン　非平衡　量子多体系

  ３版



様式Ｆ-１９ 
 
 

科学研究費助成事業（学術研究助成基金助成金）研究成果報告書 
 

 

１．研究開始当初の背景 

最近、熱化など孤立量子系の時間発展の特

徴が冷却原子系で観察され、孤立量子系のダ

イナミクスに関心が集まっている。系の相互

作用する量子系において、外場変数等を急速

に変化させた後に系に生じる動的な振る舞

いを、量子クエンチ(quantum quench)とよ

ぶ。その研究の起源は古く、７０年代初めに

遡る。McCoy達によってＸＹ模型に磁場を加

えた後の時間発展が厳密解で調べられた[M]。

しかし、後続の研究はその後約３０年間、現

れなかった。今世紀以降、レーザー閉じ込め

等の実験の発展により、１次元ボース気体の

系が冷却原子系で実現され、粒子の集団が時

間的に周期的に衝突する振動的振る舞いが

観察された[K]。この研究を契機に、量子クエ

ンチの研究が急速に関心を集めている[G]。 

孤立量子系では、与えられた状態は時間発

展で変化しない。初期量子状態|Ψ(t=0)> は

異なる固有振動数の固有状態の重ね合わせ

で表され、純粋状態である。しかし、物理量

Aの期待値 <Ψ(t)|A|Ψ(t)> は、時間が経過

すると次第にある平衡値に近づく。 

<Ψ(t)|A|Ψ(t)>→<Ψ(∞)|A|Ψ(∞)> 

(ｔ→∞) 

右辺の収束値はしばしば小正準分布の熱平

衡値と一致する。実際、状態|Φ> をエネル

ギーの値εが微小区間 [E, E+ΔE] に含まれ

る固有状態|ε> の重ね合わせで与えるとき、

物理量Aの期待値<Φ|A|Φ> は小正準分布の

熱平衡値に非常に近くなることが理論的に

示された[S,Re]。典型性(typicality)の視点

[L] では、期待値はたいてい熱平衡値に近い

ので、平衡化は必然的である。最近、典型性

の 振 る 舞 い は 、 固 有 状 態 熱 化 仮 説

(Eigenstate Thermalization Hypothesis)の

視点から幅広く議論されている。 

量子クエンチの考え方とは独立に、一般の

孤立量子系で物理量の期待値は小正準分布

の熱平衡値に時間的に漸近する、という予想

が与えられた[Ri]。さらに、可積分量子系で

は多数の保存量 Ij が存在するため、それぞ

れの保存量に一般化温度λj が対応する一般

化ギブス分布(Generalized Gibbs Ensemble, 

G.G.E.)による平均値に近づく、と予想され

る[Ri]。一般化ギブス分布は exp(-Σj λj 
Ij ) と表される。１次元ボース気体の系で、

一般化ギブス分布に従う準平衡状態

(prethermalization)がしばらくの間成立し、

さらに時間が経過すると最終的に熱化した

(thermalization)、という実験もある[G]。

簡単のため、以後、孤立量子系の物理量期待

値が次第にある平衡値へ近づくことを、緩和

とよぶ。 
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２．研究の目的 

本研究の目的は、可積分系特有の非平衡ダ

イナミクスの特徴を、物理量期待値の時間発

展を厳密に求め、明らかにすることである。

可積分系の時間発展は、Slavnov 公式などを

用いて非常に長時間にわたり、厳密に計算す

ることができる。このため、可積分系の時間



 

 

発展に関しては、長期的には、量子系のダイ

ナミクスを詳細に明らかにできると期待さ

れる。実際、可積分系の時間発展でどのよう

に平衡化が達成されるか、緩和ダイナミクス

の特徴はまだ明らかにされていない。 

物理的応用例として、近藤模型など量子不

純物の可解模型において、孤立波と不純物ス

ピンの相互作用の動的な振る舞いを解析す

ることが、当初の目標であった。しかし、そ

の前に、量子状態を構築するためのベーテ固

有状態を全て構築するという課題の重要性

が次第に明らかになった。このため、ベーテ

方程式の解を全て組織的に求めるため、ベー

テ量子数を完全に正しく与える、という課題

に取り組んだ。 

 

３．研究の方法 

本研究では、スカラー積公式など代数的ベ

ーテ仮設の方法を用いて物理量期待値の時

間発展を厳密に求め、可積分系特有の非平衡

ダイナミクスの特徴を明らかにする。  

初期量子状態をスピノン状態等ベーテ固

有状態の重ね合わせで構成し、j 番目の格子

点上の局所磁化<σzj> 等物理量演算子の時

刻 tでの期待値を数値的に厳密に求め、孤立

ＸＸＺ鎖（１次元異方的量子ハイゼンベルク

模型）の時間発展を導く。 

 

４．研究成果 

（１）量子ソリトン状態の研究 

デルタ関数型相互作用をもつ１次元ボー

ス粒子系において、１ホール状態を同じ重み

で重ね合わせた量子状態は、弱結合の場合に、

その密度プロファイルの形状は古典系のダ

ークソリトンの密度プロファイルと完全に

一致する。この結果、この量子状態を量子ソ

リトン状態とよぶ。初期時刻だけでなく、量

子系の密度プロファイルの時間発展を求め、

それがダークソリトンと一緒に移動し、次第

に崩壊する様子を追跡した。量子系のソリト

ン波形の崩壊は安定な局在波という古典ソ

リトンの見方と矛盾するのではないか、とい

う意見に反論するため、本研究では、量子ソ

リトンの崩壊時間を量子速度限界の時間ス

ケールと比較した。後者は通常の量子系にお

ける崩壊時間を与える。その結果、弱結合に

なると、ソリトンの崩壊時間は量子速度限界

の時間スケールよりも相対的にはるかに長

くなることが分かった。すなわち、弱結合に

なるに従ってソリトンは安定性を増すと解

釈できる。 

（２）１次元反強磁性ハイゼンベルグ模型に

おける局在磁化の緩和ダイナミクス 

代表的な可積分量子スピン系である量子

ＸＸＸ鎖（１次元量子ハイゼンベルク模型）

において、スピノン状態などベーテ仮設方程

式の解に対応する固有状態を重ね合わせて、

初期時刻に局所磁化が局在するような量子

状態を実現した。この量子状態に対して、各

格子点上の局所磁化の任意時刻での期待値

を数値的に厳密に求め、孤立量子系としての

量子ＸＸＸ鎖の時間発展、特に局所磁化の平

衡化（緩和）の様子を調べた。局所磁化は時

間変数のべき関数的に減衰し、その指数はス

ピノン状態のスペクトル幅に依存する。 

（３）量子ＸＸＺ鎖による近藤問題の厳密解 

物理的応用例として近藤模型など量子不

純物の可解模型の時間発展を調べるため、不

純物が存在するスピン１/2 量子ＸＸＺ鎖の

厳密解を研究し、不純物とバルクとの相互作

用の有限温度の振る舞いを、熱力学的ベーテ

仮説を用いて解析した。近藤効果が出現する

低温領域へのクロスオーバー温度を表す解

析的な表式が導かれた。 

（４）量子ＸＸＸ鎖のベーテ量子数の下向き

スピン２個の場合における厳密な導出 

量子ＸＸＸ鎖の下向きスピン２個のセク

ターにおいて任意の格子長の場合に、べーテ

仮設方程式の解に対応するベーテ量子数の

全てを数学的に厳密に導かれた。べーテ固有

状態の完全性の証明だけでなく、べーテ方程

式の解を特徴付ける重要な進展であり、さら

に量子ダイナミクスなどの数値計算でも重

要な結果である。 



 

 

（５）動的量子相転移である多体局在転移に

おける相互作用とランダム性の間の新しい

有限サイズスケーリング 

量子ＸＸＺ鎖においてランダムポテンシ

ャルを加えると、動的量子相転移が生じる。

この振る舞いは、典型性の根拠となる固有状

態熱化の振舞いとは対極にあり、興味深い。

多体局在は現在世界的に幅広く研究されて

いる。ランダムポテンシャル下の量子ＸＸＺ

鎖の準位統計を調べることにより、相互作用

の強度に関する新しいスケーリング指数を

見出した。この成果は、孤立量子系の熱化を

調べる上でも重要である。 
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