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研究成果の概要（和文）：部分空間同定法により推定されたシステム行列の推定誤差の大きさを考察した。ま
ず、PO-MOESP法により求めたシステム行列の推定誤差の陽な形の式を導出した。これにより原理的には推定値の
分散を計算することが可能となった。しかしながら、分散を推定するためには、先に求めたシステム行列のほ
か、カルマンゲインとイノベーション過程の共分散行列を推定する必要がある。筆者の知る限り、部分空間同定
法の枠組みにおける、これらの一致推定値はまだ存在しない。そこで、これらの一致推定値を求めるための問題
を線形行列不等式を用いて定式化し、これらの一致推定値を得た。

研究成果の概要（英文）：Magnitude of the estimation error of the system matrices in subspace 
identification methods are considered. First, an explicit formulation of the estimation error in 
PO-MOESP methods are derived. This enables us to evaluate the covariance of the estimate. However, 
Kalman gain and the covariance of the innovations process are required for the covariance of of the 
estimate. As far as the author's knowledge, there are no consistent estimates of them. The problem 
of estimating them is formulated by using linear matrix inequality and the consistent estimates are 
obtained.

研究分野： 制御工学
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  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
部分空間の間の開き(gap)という概念を用いてシステム行列の推定誤差の公式を求めた。これにより、PO-MOESP
法はシステム行列の一致推定値を与えることを示した。また、カルマンゲインとイノベーション過程の共分散行
列を求める問題を半正定値計画問題として定式化できることを示した。これにより、データ長に比例した計算量
でイノベーションモデルの一致推定値を得ることが可能となった。また、システム行列の推定値の共分散行列も
計算できるため、様々な解析に応用可能である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
(1)  部分空間同定法の多くの推定値は、漸近的一致推定値であることが報告されていた。す

なわち、データ行列の横方向だけでなく縦方向も大きくしていかないと、真値に近づかな
い。システム行列を推定する際、座標変換の自由度が存在するので、誤差とカウントすべ
きでないものまで誤差とカウントしてしまう分散解析手法があった。そこで座標変換に依
存しない不変パラメータを求めるという観点から、新しい分散解析手法を開発する必要が
あった。 
 

(2)  カルマンフィルタ理論に基づくイノベーションモデルは、多くの部分空間同定法の出発
点となっている。しかしながらイノベーションモデルは漸近的一致推定値しか得られてお
らず、一致推定値は得られていなかった。特にカルマンゲインとイノベーション過程の共
分散行列の一致推定値は筆者の知る限り存在していなかった。 

 
２．研究の目的 
(1)  不変パラメータの推定という観点から、部分空間の間の開き(gap)という概念に注目し、

特異部分空間の gap に基づく部分空間同定法の分散解析手法の開発を目的とした。これに
より、伝達関数や周波数応答など座標変換に関して不変な性質の分散解析が可能となる。 
 

(2)  システム行列の推定値の共分散行列を求めるためにはカルマンゲインとイノベーション
過程の共分散行列の推定も必要となる。これらの一致推定値を求めることも目的となる。
この問題は 2000 年代には既に認識されていて、いくつか研究されたが、一致推定値は得
られなかったという挑戦的な課題である。 

 
３．研究の方法 
(1) Gap に基づく分散解析: 

部分空間同定法では、ある行列の特異値分解によりシステムの次数を推定し、
PO-MOESP 法ではさらにその左特異部分空間(左特異ベクトルの張る空間)からシステム
行列を推定する。従来は、特異ベクトルの摂動をもとに分散解析をしていたが、それでは、
座標変換に関する不変パラメータに影響を与えないような摂動も誤差成分としてカウント
されてしまうため、漸近的一致推定値として扱われてしまっていた。本研究では、特異部
分空間の gap に関する補題を導出し、その補題に基づいてシステム行列の推定値の推定誤
差を導出する。 
 

(2) カルマンゲインとイノベーション過程の共分散行列の一致推定値: 
部分空間同定法では未来の出力を過去の入出力と未来の入力に回帰してシステム行列を

推定する。その残差の平方和(SSR: Sum of Squared Residuals)から雑音の共分散行列を推
定することを考える。この方針で雑音の共分散行列を求める場合、状態の初期値の項が漸
近バイアスとして推定値に重畳してしまうという問題点がある。その影響を取り除くため、
SSR を拡大可観測性行列の張る空間の補空間に射影してから雑音共分散行列を求めること
を考える。ところが、この射影により雑音共分散行列を求める問題は不定となり、解の一
意性が成り立たなくなる。さらに、カルマンゲインとイノベーション過程の共分散行列を
雑音共分散行列として直接求めようとすると、変数にランク制約条件が必要となり、これ
は非凸条件となるため、非線形最適化問題を解かなければならない。これらの問題を解決
することが、計算効率の良い一致推定値の開発につながる。 

 
 
４．研究成果 
(1) 特異部分空間の gap に関する補題: 

摂動を受けた行列の特異部分空間と摂動を受ける前の特異部分空間の間の gap に関する
公式を導出した。摂動項に対して線形な表現となっており、従来の特異ベクトルの摂動と
比べても非常に簡単な表現で、使い勝手が良い。これにより、拡大可観測性行列の推定誤
差の非常にコンパクトな表現を得た。したがって、拡大可観測性行列から求められる状態
行列(A 行列)と出力行列(C 行列)の推定誤差も陽な形で求めることができた。すなわち、
PO-MOESP法におけるシフト不変性を用いた場合の状態行列と出力行列の推定誤差の公式が
得られた。また、N4SID, robust N4SID の推定誤差も求めた。 
 

(2) システム行列の推定誤差解析: 
上記(1)で述べた通り、状態行列と出力行列の推定誤差の公式は拡大可観測性行列の推定

誤差から比較的簡単な表現が得られた。入力行列(B 行列)と直達行列(D 行列)については、
ある最小二乗問題を解いて得られるので多少複雑な表現にはあるが、推定誤差の公式を得
た。これにより、データ長を Nとするとき、PO-MOESP 法におけるシステム行列の推定誤差
のうち、1/√N のオーダーの項はすべて列挙したことになる。これにより、PO-MOESP 法の



推定値は一致推定値であることが示された。また、1/√N のオーダーの項はすべて平均 0
の雑音なので、バイアス項が存在するとしても 1/N のオーダーであり、分散に比べて無視
できる大きさであることがわかる。別の解析により、N4SID の推定値は漸近的一致推定値
となることを示すことができるので、PO-MOESP 法の N4SID 法に対するある種の優位性が示
されたことになる。 

 
(3) イノベーションモデルの一致推定: 

システム同定において推定値だけでなくその共分散行列を与えることは、推定の精度を
知るうえで非常に重要である。先に述べたシステム行列の推定誤差解析より、システム行
列の推定値の共分散行列はカルマンゲインとイノベーション過程の共分散行列に依存して
いることがわかった。ところが、部分空間同定法の枠組みにおけるこれらの推定値はすべ
て漸近的一致推定値となっており、一致推定値は得られていない。そこで、雑音共分散行
列の推定でよく用いられる残差の平方和(SSR: Sum of Squared Residuals)からこれらを推
定することにした。カルマンゲインとイノベーション過程の共分散行列はイノベーション
モデルに現れる雑音であり、同じイノベーションモデルをもつガウス=マルコフモデルは無
数に存在する。イノベーションモデルは雑音の共分散行列にランク制約条件を課したガウ
ス=マルコフモデルとして表される。当初、このランク制約条件のため、推定問題は
BMI(Bilinear Matrix Inequality)問題として定式化され、非線形最適化問題を解かなけれ
ばならなかった。そのため、非線形最適化問題の効率的な解法や、局所的な収束性などに
ついても研究し、一定の成果を得た。しかしながら、大域的な収束性は保証されないとい
う問題は残ったままであった。 
①  ランク制約条件を無視すれば、問題は変数に関して線形となるため、LMI(Linear 

Matrix Inequality)問題として定式化される。しかしながら、この問題は単位行列と
変数のクロネッカ積という特殊な構造をもつ問題となっている。このままでは問題の
可解性などが明らかでないため、最小化するノルムの中身を列展開し、その係数行列
の陽な表現を得た。その係数行列のランクを調べたところ、列フルランクにはならず、
したがって、LMI 問題は不定(indeterminate)となってしまうことがわかった。一方、
その係数行列のランクは状態行列、出力行列と future horizon と呼ばれる設計パラメ
ータから一意に決定され、さらに、future horizon がシステムの次数と出力の数から
決まるある値以上であれば、その係数行列が取り得る最大のランクをジェネリックな
意味で達成することも判明した。 

②  上の係数行列が最大ランクをとるとき、LMI 最適化問題の解は不定ではあるが、あ
る共通の性質をもつことも明らかになった。すなわち、得られた最適解から求められ
る雑音共分散行列をもつガウス=マルコフモデルは共通のイノベーションモデルをも
つことがわかった。よって、LMI 最適化問題によって雑音共分散行列を推定した後、
カルマンフィルタ問題を解くことによって、イノベーションモデルの唯一の推定値を
得ることができる。当初考えていたランク制約条件は必要ないことがわかった。 

以上より、イノベーションモデルの一致推定を得る問題は半正定値計画問題として定式
化することができ、数値的に安定な解法により大域的最適化を見つけることができること
がわかった。イノベーションモデルの一致推定値が得られたことにより、雑音のスペクト
ル密度関数も一意に求められたことになる。 
一致性を確認するため数値
実験を行った。提案手法(マ
ジェンタ)と PBSID 法(青)で
求めた(A-KC)の固有値の推
定 値 の 分 散 ( 点 線 ) と
MSE(Mean Squared Error)(実
線)を右図に示す。どちらも
分散は小さくなっているの
でデータ長 N を大きくする
にしたがって 1 点へ近づい
ていることになるが、PBSID
法の MSE はある値より小さ
くなっていないので、真値と
は別の点に近づいているこ
とになる。提案手法は Nの増
加とともに真値に近づいて
いる(一致性が成り立ってい
る)。 
 
 
 Log2(N) 
 



(4) 最適な重み行列の選び方: 
部分空間同定法では、ある行列の前後から正定な重み行列を掛けてから特異値分解する。

PO-MOESP 法においてその最適な重み行列がどのようになるか、システム行列の誤差解析か
ら明らかとなる。前から掛ける重み行列の最適値は、D. Bauer and L. Ljung, Automatica 
2002 にて解析されている。後ろから掛ける重み行列の最適値は、K. Ikeda, MTNS 2014 に
て解析されている。得られた重み行列は Larimore タイプの CCA 法のものに一致する。シ
ステム行列の推定誤差の陽な公式が得られているため、解析が簡略化された。 
 

(5) 周波数領域での分散解析: 
周波数応答は座標変換に依存しないので、提案手法による分散解析は保守性の少ない結

果を与えると期待される。システム行列から求められる伝達関数の分散に関する公式を導
出し、各周波数における誤差分散を計算すればよい。システム同定実験を 1 回行った結果
から、推定値の分散を評価できるので、実用上有益であると考えられる。 
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